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Préambule

Le probleme est consacré a quelques propriétés de nature combinatoire des groupes
abéliens.

Soit G un groupe abélien et soit A une partie non vide de G; on relie ainsi des pro-
priétés atypiques des cardinaux des ensembles A, A+ A, d'une part, notamment le fait
que le cardinal de A + A soit « petit » par rapport a celui de A et des propriétés algé-
briques de ’ensemble A, comme le fait d’étre une progression arithmétique.

Le résultat principal du probléme, le théoréme de Freiman-Rusza-Chang, affirme
que toute partie non vide A de Z est contenue dans une progression arithmétique de
dimension et taille contrélées en fonction du rapport o = Card(A + A)/ Card(A). Il est
démontré a la fin de la partie V.

La partie I développe quelques généralités sur les sommes d’ensembles. La démons-
tration du théoreme de Freiman-Rusza—-Chang utilise des arguments de nature arith-
métique (valeurs aux vecteurs a coordonnées entieres de formes quadratiques définies
positives) qui font 'objet de la partie II et d’autres de nature analytique (séries de Fou-
rier) qui sont développés dans la partie III.

Ces trois premiéres parties sont indépendantes I'une de I'autre.

Leurs arguments sont combinés dans la partie IV pour démontrer que 'ensemble
2A - 2A contient une progression arithmétique de dimension et taille controlée en
fonction de o. Le théoréme de Freiman-Rusza—Chang fait alors 'objet de la partie V
et clot le probléme.



Notations

Leslettres N, N*, Z, R et C désignent respectivement |’ensemble des entiers naturels,
celui des entiers naturels strictement positifs, I'anneau des entiers relatifs, le corps des
nombres réels et le corps des nombres complexes. On note R(z), S(z) et |z| la partie
réelle, la partie imaginaire et le module d'un nombre complexe z.

La fonction log est la fonction logarithme népérien, réciproque de la fonction expo-
nentielle. On désigne par cosh et sinh les fonctions « cosinus hyperbolique » et « sinus
hyperbolique »; elles sont définies pour tout nombre complexe z par les relations

1 1
cosh(z) = E(ez +e %) et sinh(z)= E(ez —-e ?).

Une partition d'un ensemble A est un ensemble de parties de A deux a deux dis-
jointes dont la réunion est égale a A. Si A est un ensemble fini, on notera Card(A) son
cardinal.

Si n est un entier naturel, n! désigne le produit 1-2---n de tous les entiers de 1 a n;
par convention, on pose 0! = 1. Si n et p sont des entiers naturels, on note (7) 'entier
n!/ p!(n— p)! (coefficient binomial).

Lespace vectoriel R” sera muni de la norme euclidienne standard telle que [|%]? =
X2 +++-+x2 81 X = (x1,..., X,). La base canonique de cet espace est la famille (&, ..., &)
telleque X = x1 6, +--- + X, €, 81 X = (X1,..., Xn).

Soit N un entier naturel strictement positif; si a et b sont des entiers relatifs, on note
a=b (mod N) pour dire que a et b sont congrus modulo N, c’est-a-dire que a — b est
multiple de N. La classe de congruence modulo N d’un entier relatif x est I'ensemble
des entiers relatifs qui sont congrus a x modulo N. On note Z/ NZ1'anneau des entiers
modulo N.

Soit G un groupe abélien dont la loi de groupe est notée additivement. Si A, B sont
des parties de G, on note respectivement A+ B et A— B1’ensemble des sommes a+ b et
I'ensemble des différences a — b, ol a parcourt A et b parcourt B. Lorsque ces parties
ne sont pas vides, on pose aussi

Card(A- B)

v/Card(A) Card(B)
Si A est une partie de G et n est un entier naturel, on note nAl'ensemble A+ A+---+ A
(ouril y a n termes). Enfin, si b € G, on fera I’abus de notation consistant a noter b + A
I'ensemble {b} + A.

Soit d un entier naturel tel que d > 0; soit T un entier naturel. On dit qu'une partie P
de G est une progression arithmétique de dimension d et de taille T s'il existe des élé-
ments Xy, ..., Xq de G et des entiers naturels non nuls Nj,..., Ny telsque T = N;--- Ny

dr(A, B) =log

Jj=1
est propresil’on a Card(P) = T.

d
etP= {xo +Y njxj;0<n;<Nj-1p ;onditqu’une telle progression arithmétique



I. Sommes de parties

1. Soit ¢ un entier naturel non nul et soit NV un entier naturel.
a) Soit n et p des entiers naturels tels que n > p; démontrer I'égalité

b))

b) Démontrer que 'ensemble des t-uplets (ay,..., a;) d’entiers naturels tels que
ay +---+a; = N a pour cardinal (Nx._l).

¢) Vérifier 'encadrement

2. Soit G un groupe abélien fini et soit A, B des parties non vides de G telles que
Card(A) + Card(B) > Card(G).

a) Démontrer que G = A+ B.
b) Donner un exemple ou1 'on a Card(A) + Card(B) = Card(G) mais G # A+ B.

3. Soit G un groupe abélien.
a) Si A et B sont des parties finies et non vides de G, démontrer les inégalités

(I.1) max(Card(A), Card(B)) < Card(A + B) < Card(A) Card(B).

b) Soit A une partie finie et non vide de G. Démontrer pour tout entier naturel n >
1les inégalités

(1.2) Card(A) < Card(24) < --- < Card(nA) <

Card(A)+n- l)

4. Soit A et B des parties finies et non vides de Z.

a) Démontrer que Card(A + B) > Card(A) + Card(B) — 1.

b) On suppose que Card(A + B) = Card(A) + Card(B) — 1 et que A et B ne sont pas
des singletons. Démontrer qu'il existe des entiers a, b et d tels que

A={a,a+d,...,a+ (Card(A)-1)d} et B={b,b+d,...,b+ (Card(B) - 1)d}.

5. Soit G un groupe abélien et soit A, B des parties finies et non vides de G.

a) Soit H 'ensemble des éléments g de G tels que A = g+ A. Démontrer que H
est un sous-groupe fini de G.

b) Démontrer que Card(A + B) = Card(A) si et seulement s’il existe b € G tel que
Bcb+H.

6. Soit G un groupe abélien et soit A, B, C des parties finies et non vides de G. Dé-
montrer que dg(A, B) > 0. Démontrer aussi '« inégalité triangulaire » :

(13) dg(A,C) < dr(4, B) + dr(B, C).



7. Soit A et B des parties finies non vides de G. Démontrer que dgr(A,B) = 0 si et
seulement s’il existe un sous-groupe fini H de G et des éléments a, b € G tels que A =
a+HetB=b+H.

II. Valeurs aux entiers de formes quadratiques définies positives

On dira qu'une famille (7y,..., U,) de 'espace vectoriel R” est une base entiére si elle
est formée d’éléments de Z" et si tout élément de Z" est combinaison linéaire a coeffi-
cients entiers des 7;.

1. Soit (7y,...,Uy) une famille d’éléments de Z". Démontrer que c’est une base en-
tiere si et seulement si son déterminant (dans la base canonique) est égal a +1.

2. Pourv=(ay,...,a,) €Z" onpose s(V) =|ay| +---+|apy|.

Soit ¥ € Z" un vecteur non nul dont les coordonnées sont premieéres entre elles dans
leur ensemble. Montrer par récurrence sur s(7) qu'il existe une base entiére (7,,..., U,)
de R” telle que ¥ = 9. (Si U = (ay,...,an), choisiri € {1,...,n} de sorte que |a;| soit mi-
nimal et considérer des vecteurs W = (by,...,by) tels que b; = a; et b; est de la forme
aj—qa; pourj #i.

3. Soit ® une forme quadratique sur R”. On note disc(®) le déterminant de la matrice
de ® dans la base canonique de R".

Soit # un endomorphisme de R” et ®; la forme quadratique ® o u. Démontrer que
disc(®;) = det(u)? disc(P).

4. Soit ® une forme quadratique définie positive sur R”. On pose

m@@)= inf O©D).
PeZn\ {0}

a) Démontrer que m(®P) > 0 et qu'il existe un vecteur 7; € Z" \ {0} tel que ®(7;) =
m(®).

b) Démontrer qu’il existe une base entiere de R"” de la forme (74,...,7,), ol
O(7y) = m(D).

¢) Montrer qu'il existe une forme linéaire L; sur R” et une forme quadratique @,
sur R"! telles que

(IL.1) L(1,0,...,00=1;
(I1.2) Oy 01+ +x,0,) =m(@)L(x3,. ..,xn)2 + D1 (x2,...,Xn)

pour tout (xi,...,x,) € R".

d) Démontrer que ®; est une forme quadratique définie positive sur R""!, et que
I'on al’égalité disc(®) = m(P) disc(d,).

¢) Démontrer que pour tout (xp,...,x,) € Z" !, il existe x; € Z tel que|L; (xy,...,xp)| <
1/2.

/) Démontrer que m(®) < 3m(®y).
g En déduire par récurrence que m(®) < (4/3)*~D/2 disc(®)1/”.



h) Démontrer par récurrence qu’il existe une base entiere (7, ..., ,) de R” telle
que
O(D1) - D(Ty) < (4/3)"" V2 disc(d).

I11. Transformation de Fourier et sommes d’ensembles

Soit N un entier telque N > 1; posons w = exp(2in/N). Si a est un élément de Z/ NZ,
on notera w? le nombre complexe w”, ol1 n est un élément quelconque de la classe de
congruence a.

Pour toute application f: Z/ NZ — C, on définit alors une application f‘ :Z/INZ—C
en posant

f= Y f@w™, pourtoutxeZ/ NZ.
a€Z/NZ
Si f et g sont des applications de Z/ NZ dans C, on définit aussi une application f * g
de Z/ NZ dans C par la formule

(f*g)@= ) f(gla-1t), pourtoutacZ/ NZ.
teZINZ

Pour a € Z/ NZ, on note dy(a) le minimum des |x/N| ou x parcourt I’ensemble des
éléments de la classe de congruence a. Si X est une partie de Z/ NZ et r un nombre
réel strictement positif, on définit Z(X,r) comme I’ensemble des a € Z/ NZ tels que
dn(ax) < r pourtout x € X.

1. Soita€Z/NZ Démontrerque Y w® vautN sia =0, etvaut 0 sinon.
xeZINZ

2. Soit f, g des applications de Z/ NZ dans C. Démontrer les formules suivantes :

1 u
a) poura€Z/NZ, f(a)=— Y fx)o %;
N yezinz

1 A
b ona ) flag@== Y [fX§-x);

a€Z/NZ NxEZ/NZ
¢) pourtout x € Z/NZ,ona (f * g (x) = f () §(x).

3. Soit A une partie de Z/ NZ et soit f4: Z/ NZ — C sa fonction indicatrice.
a) Démontrer les formules

1 2
(IIL1) = X |7a)| = card(ay
X€ZINZ
1 4
(I11.2) = ) ‘fA(x)‘ = Card ({(a1, a2, as, as) € A*; ay + ap = az + ay}).

X€Z/NZ

b) Démontrer qu'un élément a de Z/ NZ appartient a 2A — 2 A si et seulement si
'expression
—_——~ 4
Y |fA(x)| w
xeZ/NZ
n’est pas nulle.



4. Soit ¥ un entier naturel. On dit qu'une suite (xy,..., x,) d’éléments de Z/ NZ est
indépendante si la seule suite (¢y,...,&x) d’entiers de {-1,0,1} telle que Z’]le €jxj=0
est la suite (0, ...,0).

Soit X une partie de Z/ NZ et soit (xy, ..., Xx) une suite indépendante d’éléments de X
telle que « soit maximal.

a) Démontrer que X est contenu dans ’ensemble des éléments de Z/ NZ de la
forme Z’szl €jxj, ol €;j € {~1,0,1} pour tout j.

b) On pose K = {x1,...,xx}. Démontrer que pour tout nombre réel r > 0, ’en-
semble #Z(X, r) contient I’ensemble Z(K, r/«x). (Ces ensembles sont définis au début
de cette partie.)

Les trois questions suivantes ont pour but de majorer la taille maximale d’'une suite in-
dépendante formée d’éléments d'une partie X. Cet objectif est atteint a la question II1.7,
o).

5. a) Soit t un nombre réel; démontrer que la fonction F de R dans R donnée par
F(x) = exp(tx) est convexe.

b) Soit t et y des nombres réels tels que |y| < 1; démontrer que exp(ty) <
cosh(?) + ysinh(z).

¢) Pour ¢ € R, démontrer que cosh(z) < exp(£2/2).

6. Soit (xj,...,xx) une suite indépendante d’éléments de Z/ NZ, soit (cy,...,cx) une
suite de nombres complexes et soit g: Z/ NZ — C I'application définie par

K
g@ =) R(cjw™*), pouracZ/NZ.
j=1

a) Calculer g(x) pour x € Z/ NZ. En déduire que }_ ,cz/nz 8(a) = 0.
1 LS
b) Démontrerque Y. g@?==NY |¢;*.
acZ/NZ |

¢) Pour j €{1,...,x}, soit ¥; un entier naturel dans la classe de congruence x; et
soit 8; un nombre réel. Démontrer que pour toute partie non vide J de {1,...,x},

N-1 27T
Y []cos(==ax;+6;)=0.
a=0 jej N

d) Démontrer que pour tout t € R,on a

1 1
— ) exp(tg(a) <exp (— £y g(a)z) .
N 4ezinz N aczinz

7. Dans cette question et dans la suivante, on considére la situation suivante. Soit p
et o des nombres réels tels que 0 < p <1 et 0 < a < 1. Soit A une partie de Z/ NZ telle
que Card(A) > aN et soit f4 sa fonction indicatrice. Soit X ’ensemble des x € Z/ NZ

tels que ’ﬁ(x)| > pCard(A).



a) Soitx un entier naturel et soit (x, ..., X,) une suite indépendante de Z/ NZ telle
que xj € X pour tout j € {1,...,x}. Pour a € Z/ NZ, on pose

g@ =Y R(Falx)w ).
Jj=1

Démontrer que
2
Y. fal@ga) = ~ Yy g
acZ/NZ acZ/NZ
b) Minorer I'expression }_,c 4exp(tg(a)), pour ¢ € R, et démontrer que

Y. g(@)? < NCard(4)*log(l/a).
acZ/NZ

¢) En déduire que x <2p~2log(l/a).
8. Onpose o =Card(A+ A)/Card(A) et on choisit p = 1/2\/0.

4
a) Démontrer que Y _ ‘ fA(x)| > a®Ni/o.
x€ZINZ

—~ 4
b) Démontrer que ngx|fA(x)| < a®N*/40.

¢) Démontrer que 2A —2A contient #(X,1/16). (On pourra utiliser, apres l'avoir
démontrée, l'inégalité |1 — w?| < 2mdn(a) pour toutac Z.)

d) On pose r = (1280log(1/ a))"l. Démontrer qu’il existe une partie K de Z/ NZ
de cardinal < 8olog(1/a) telle que 2A — 2 A contienne # (K, r).

IV. Progressions arithmétiques

. Soit N un nombre premier, soit 7 un entier naturel non nul. On désigne par N -Z"
ensemble des éléments de Z" dont toutes les coordonnées sont divisibles par N. Soit
=(¢1,...,¢n) un élément de Z" qui n’appartient pas a N -Z".
a) Démontrer qu'il existe des entiers relatifs a, by, ..., b, tels que les nombres en-
tiers a1+ Nby, a2+ Nby,...,a, + Nb, soient premiers entre eux dans leur ensemble.
b) Soit L I'ensemble des éléments X de Z" tels qu'il existe u € Z de sorte que
%—uf € N-Z". Démontrer qu'’il existe une base entiére (7, ..., U,) de R” telle que L soit
I'ensemble des combinaisons linéaires t, 1 + Nty U + -+ - + N t, Uy, pour (fy,..., t,) € Z".
(On pourra commencer par trouver un vecteur Uy € L dont les coordonnées sont pre-
mieres entre elles.)

1
17
4

¢) Démontrer qu'il existe une base (it,..., @,) de R" formée de vecteurs appar-
tenant a L tels que | @]l --- | @, < 4/3)""DV/4N"=1 (On pourra introduire la forme
quadratique sur R" définie par ®(x1,...,x,) = |x101 + NxoUp +++-+ Nx, Up, I? et utiliser
les résultats de la partie I1.)

2. On conserve les notations de la question précédente.
Pour tout i € {1,..., n}, soit x; un entier relatif tel que i0; — x;¢ appartienne a N-Z".
Onnote X la partie de Z/ NZ formée des classes des ¢; modulo N. Soit r un nombre réel



strictement positif tel que r < 1/2. Soit M 'ensemble des éléments p = (y1,..., u,) € Z"
tels que |,ul-| < Nr/(nllw;|) pour tout i € {1,..., n}. Pour p € M, posons p(u) = X7 | p;X;
etsoit P ={p(u); € M}.

Démontrer les propriétés suivantes :

a) Sip et g sont deux éléments distincts de M, p(u) et p(u') ne sont pas congrus
modulo N.

b) Le cardinal de P est supérieur ou égal a (r/n)"(3/4)" "~ D/4 N,
¢) Pour tout p € M, la classe modulo N de p(u) appartient a Z(X, r).

3. Soit X une partie de Z/ NZ de cardinal n > 0 et r un nombre réel tel que 0 < r < 1/2.
Démontrer que (X, r) contient une progression arithmétique propre de dimension n
et de taille au moins (3/4)""*~V/4(r/n)" N.

4. Soit A une partie non vide de Z/ NZ; soit a et o des nombres réels strictement
positifs tels que Card(A) > aN; on pose o = Card(A+ A)/ Card(A). Démontrer que 2A—
2 A contient une progression arithmétique propre de dimension d < 8clog(1/a) et de
taille > N(1280log(1/a)(4/3)@-D/4)-d,

V. Théoréme de Freiman-Rusza-Chang

Soit G un groupe abélien, soit A une partie non vide de G. A partir de la question V.4,
on pourra utiliser librement l'inégalité remarquable due a Pliinnecke affirmant que
pour tous entiers naturels m et n, Card(mA - nA) < c™*"Card(A), ou o = Card(A +
A)/ Card(A).

Soit H un groupe abélien et soit f une application de A dans H. Si k est un entier >
1, on dit que f est k-tendue sil'on a f(x1) +---+ f(xx) = f(y1) +--- + f(xx) dés que
X1yee0s Xk Y1,-.., Yk SONt des éléments de Atelsque x; + -+ xg = y1 + - + Yk

Soit B une partie non vide de H. On dit que A est k-semblable a B s'il existe des ap-
plications bijectives f: A— Bet g: B— Ainverses |'une de I'autre qui sont k-tendues.

1. Soit G et H des groupes abéliens, soit k un entier naturel > 2, soit A une partie
de G etsoit f: A— H une application qui est k-tendue. Soit n et m des entiers naturels
telsquel < m+n<k.

a) Démontrer que pour tout entier p tel que 1 < p < k, f est p-tendue.
b) Vérifier qu'il existe une unique application F: mA—-nA — H telle que

Flay+--+am=by—--=bp)=fla) +---+ flam) = f(by) =+~ = f(by)

pour tout (ay,...,am, by,..., by) € A™*",

¢) Si p est un entier naturel tel que 1 < p < k/(m + n), démontrer que F est p-
tendue.

d) On suppose que A est une progression arithmétique de dimension d et de
taille M, pour des entiers naturels non nuls d et M. Démontrer qu’il en est de méme
de f(A).



2. Soit G et H des groupes abéliens, soit k un entier naturel tel que k > 2. Soit Aet B
des parties finies non vides de G et H respectivement qui sont k-semblables.

a) Soit m, n, p des entiers naturels tels que (m+n)p < k. Démontrer que mA-nA
et mB — nB sont p-semblables.

b) En déduire que Card(mA-nA) = Card(mB - nB) pour tout couple (m, n) d’en-
tiers naturels tels que m+n < k.

3. Soit N un entier naturel ; soit p un nombre premier. Soit f: Z/ pZ — Z'application
qui, a x € Z/ pZ, associe 'unique entier de {0,..., p — 1} qui appartient a la classe de
congruence x. Soit k un entier naturel tel que k > 2.

a) Pour je({l,..., k}, onnote I(j) 'ensemble [j%p, %p [ NN. Démontrer que pour

tout entier j € {1,...,k}, la restriction de f a f~1(I(j)) est une application k-tendue de
f~1U(j)) dans Z.

b) Soit A une partie de Z/ pZ. Démontrer que pour tout u € (Z/ pZ)*, il existe une
partie A(u) de A de cardinal > Card(A)/k telle que 'application f,,: A(u) — Z/NZ dé-
finie par x — f(ux) (mod N) soit k-tendue.

¢) Soit zun élément non nul de kA—kA; combieny a-t-il d’éléments u € (Z/ pZ)*
tels que f(uz) =0 (mod N) ?Endéduire que si N > Card(kA—-kA), il existe u € (Z/ pZ)*
tels que A(u) et f,(A(w)) soient k-semblables.

4. Soit A une partie finie de Z. On suppose que A est de cardinal au moins 2 et on
pose o = Card(A + A)/ Card(A).

a) Démontrer que o > 3/2.

b) Soit k un entier naturel. Démontrer que pour tout nombre premier p assez
grand, A est k-semblable a une partie de Z/ pZ.

¢) Soit k un entier naturel tel que k > 2. Démontrer que pour tout entier naturel N
tel que N > o) Card(A), il existe une partie B de A de cardinal > Card(A)/k qui est k-
semblable a une partie de Z/ NZ.

d) En prenant k = 8 et en choisissant pour N un nombre premier tel que
o?*Card(A) < N < 202kCard(A) (on ne cherchera pas a démontrer lexistence d'un
tel nombre premier N), démontrer 1'énoncé suivant : il existe un nombre réel ¢; > 0
(indépendant de A et de o) tel que 2A —2A contienne une progression arithmétique
propre de dimension au plus c;o logo et de taille au moins Card(A) exp(—c; 0% (logo)?).

5. Soit A une partie finie non vide de Z; on pose o = Card(A + A)/ Card(A) et on note
cle plus petit entier naturel tel que ¢ > 20. Soit P une progression arithmétique propre
de dimension d et taille fCard(A) qui est contenue dans 2A—2A, ol § est un nombre
réel strictement positif.
On définit des suites (P;) et (S;) de parties de Z par récurrence comme suit :

— onpose Pp=P;

- si Py, So, Py, ..., P; sont définis, on considere une partie S; de A de cardinal maxi-

mal de sorte que les parties x + P;, pour x € S;, soient deux a deux disjointes;;

— si Card(S;) < ¢, ons’arréte;
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— si Card(S;) > ¢, on choisit une partie S; de S; dont le cardinal est égal a ¢, on
pose P;4 = S} + P; et on continue.

a) Soit t un entier tel que la partie P; soit définie. Démontrer que 'on a Card(P;) =
c!Card(P). Démontrer que P; c (¢ +2) A—2A, et en déduire I'inégalité

2! < o*Card(A)/ Card(P).

b) Soit ¢ le plus grand entier tel que P; soit définie. Démontrer I'inclusion
Ac(P-P)+(Sy—=Sp) +--+(S,_; =S, +S:.

¢) Pour toute partie finie non vide S de Z, démontrer que S - S est contenue dans
une progression arithmétique de dimension Card(S) et de taille 3¢ En déduire
qu’il existe un nombre réel c; (indépendant de o, f et d) tel que que A soit contenu
dans une progression arithmétique de dimension § et de taille 7, avec
o o

p /3)'

6. Démontrer qu'il existe un nombre réel c3 > 0 de sorte que I'énoncé suivant (théo-
reme de Freiman-Rusza—-Chang) soit vérifié : Soit A une partie finie non vide de Z et
posons o = Card(A+ A)/ Card(A) ; alors, A est contenue dans une progression arithmé-
tique de dimension § et de taille M, o1

§< c(d+olog=) et log < c2(d +log

_r
Card(A)

5 < ez (logo)2 et < g0’ (logo)2

lo M
& Card(A)

Fin de I'épreuve.



