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Ce livret comprend 6 pages numerotées de 1 a 6

L'usage de calculatrices électroniques de poche a alimentation autonome, non
imprimantes et sans document d’accompagnement, est autorisé. Cependant, une
seule calculatrice a la fois est admise sur la table ou le poste de fravail, et aucun
échange n’est autorisé entre les candidats.




Graphes de communications

Ce sujet comporte quatre parties. Il est recommandé de lire I'ensemble du sujet
avant de commencer la rédaction. Il est également conseillé de traiter les ques-
tions dans 'ordre de I'énoncé. On pourra cependant aborder une question en
admettant les résultats des questions précédentes. Les algorithmes demandés
pourront &tre écrits en pseudo-code ou dans un langage au choix du candidat,
en utilisant les structures de contr"te habituelles.

Notations

Dans la description des algorithmes, nous autorisons les opérations suivantes sur les en-
sembles :

— affectation : A — B

— opérations élémentaires : U, N, \

— itérateur : pour tout x dans A

— test : x appartient 3 A

Contexte

Un résean ad hoc est un réseau composé d’objets ou noeuds (ordinateurs, PDAs, téléphones
mobiles, etc.) pouvant communiquer les uns avec les autres par Uintermédiaire d’une interface
radio. Etant données les propriétés d’atténuation du signal radio, un objet ne peut commu-
niquer qu’avec un sous-ensemble des objets du réseau. On dit que deux objets sont & portée
s'ils peuvent communiquer.

Modélisation

Nous modélisons un réseau ad hoc par un graphe de communications G = (V, E) dans
lequel les sommets V = {z, .., Ty [} correspondent aux objets communicants et les arétes K =
{(zs,x;), ...} représentent les communications possibles dans le réseau. En d’autres termes, z;
et z; peuvent communiquer - sont a portée - si et seulement si (2;,2;) € E.

Dans ce sujet, nous considérons uniquement des graphes de communication symétriques ou
non-orientés. C'est a dire que 'on ne différentie pas (z;, 2;) de (z;, ;). On dit aussi de deux
sommets & portée qu'’ils sont voisins. Nous notons N(z;) = {z;|(z;, z;) € E} le voisinage de
z;. Par extension, nous notons N(A) = {z;|dz; € A, z; € N(z;)} le voisinage d’un ensemble
de neeuds A.

Dans les algorithmes, le graphe est donué par la connaissance de I’ensemble des sommets
V et des voisinages N(z),Vz € V.

Partie 1 Chemins et distance

Nous appelons route ou chemin entre z; et z; dans G un ensemble ordonné de sommets
R(@i, @) = Tiy, Tiy, T4, tels que Vk € [L.n — 1], (25, 24,,,) € E, 5, = z; et 3, = x;. Un
graphe est connexe s'il existe un chemin entre chaque paire de sommets. Un sous-ensemble de
sommets A est connexe s'il existe un chemin entre chaque paire de sommets de A ne passant
que par des sommets de A.
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La longueur d’une route R, notée [(R) est égale au nombre d’arétes empruntées par
R. Nous définissons la distance entre deux points z; et x;, notée dg(z;,;), comme étant la
longueur de la plus petite route reliant ; & z; dans G. Cette distance vaut +oo s’il n’existe pas
de chemin entre z et y. Une route R(x;, x;) est optimale si elle vérifie [(R(z;, z;)) = dg(xi, z;5).
Une route optimale est aussi appelée un plus court chemin.

Question 1.1. Soit z,y € V et z € N(y). Quelle relation y-a-t’il entre dg(z,y) et dg(z,2)?

Question 1.2. Soit z,y € V. Donner un algorithme permettant de calculer dg(z,y). Quelle
est sa complexité ?

Partie 2 Multi-points relais, routage et diffusion

Un ensemble de multi-points relais de z est un sous-ensemble A de N(z) tel que N(A4)\
(N(z)U{z}) = N(N(z)) \ (N(z) U {z}). On note MPR(z) I'ensemble des ensembles de
multi-points relais de z. Un ensemble A de multi-points relais de x est dit optimal si Vy € A,
A\ {y} ¢ MPR(z). Un ensemble A de multi-points relais de z est dit optimum si VB €
MPR(z), |B| 2 |4].

FIGURE 1 —~ Un exemple de graphe de communications

Question 2.1. Dans la figure 1, donner un ensemble optimum de multi-points relais de x.
Question 2.2. Donner un exemple tel que [N(z)| > 3 et VA € MPR(x),|A| = |[N(z)|
Question 2.3. Donner un exemple tel que |[N(z)| > 3 et 34 € MPR(z),|A| = 0.

Question 2.4. Donner un algorithme permettant de calculer un ensemble de multi-points
relais optimum. Quelle est sa complexité 7

Question 2.5. Donner un algorithme glouton permettant de calculer un ensemble de multi-
points relais optimal. Quelle est sa complexité ?

Nous supposons maintenant que chaque sommet a choisi ses multi-points relais. Nous
associons & un sommet = ses multi-points relais notés M (z). Nous construisons le sous graphe

Gu(z) = (V, Ep(z)) avec Ey(x) = {(z,y)ly € N(z)} U{(zi, z;)|w:i € M(z;)}
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Question 2.6. Montrer que si G est connexe alors G () Vest également.
Question 2.7. Soit z,y € V. Montrer que dg(z,y) = dg,, «)(,y)

Dans la suite du sujet, nous supposons G connexe. Lorsqu™un nceud z émet un message
radio, la nature diffusante du canal radio fait que tous les noeuds de N(z) regoivent ce message.
Par contre, les nceuds appartenant & V' \ N(z) ne regoivent pas ce message.

Supposons maintenant que lorsqu’un nceud ¥ recoit un message, il le ré-émette si les deux
conditions suivantes sont respectées :

~ c’est la premiére fois que y regoit le message ;

—onay € M(z) avec z 'émetteur du message que y vient de recevoir.

Question 2.8. Montrer que le message atteint finalement I’ensemble des sommets de G.

Partie 3 Ensembles dominants

Un sous-ensemble A de V' est dit dominant si Vo € V, 3y € A, (z,y) € E. Nous supposons
que chaque noeud possede un identifiant 7D distinct compris entre 0 et |V| — 1. L'identifiant
du neeud v est noté ID(v).
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FIGURE 2 — Zone de portée d'un nceud x pavé par une grille de pas 1/21/2

Nous appliquons un algorithme d’élection & tous les nceuds du résecau. Dans cet algorithme,
un neeud z est éliminé si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

- I'ensemble Y de ses voisins possédant un identifiant plus petit que lui est connexe;

- N(z) e N(Y)
On nomme D P'ensemble des noeuds du réseau n’ayant pas été éliminés.

Question 3.1. Montrer que D est un ensemble connexe dominant.

Nous nous plagons désormais dans le cadre des graphes géométriques aléatoires. Dans ce
modele, les nceuds sont disposés aléatoirement dans un terrain rectangulaire de taille fixée et
deux nceuds peuvent communiquer si et seulement s’ils sont & une distance inférieure & 1.

Question 3.2. Montrer que dans le modéle des graphes géométriques aléatoires, la taille
moyenne de ’ensemble D reste constante méme lorsque le nombre de neeuds augmente.

Page 3/6




Indication : étant donné un nceud =z, on considérera une grille de pas 1/2v/2 centré sur
(voir la figure 2). On supposera qu’il suffit que chaque carré de coté 1/ 21/2 totalement inclus
dans la zone de portée de x contienne un élément d’identifiant plus petit que = pour que z
s’élimine (en prenant un noeud par carré, on obtient une partie connexe qui couvre la zone de
couverture de x).

Partie 4 Coloration

Nous considérons maintenant un sous-ensemble de graphes de communications, les arbres
de communications. Un arbre 7 = (V, E) est un graphe connexe a |V| — 1 arétes. Parmi
I’ensemble des sommets d’un arbre, nous particularisons un sommet que nous appelons racine.

Question 4.1. Montrer que pour tout z € V,z # racine, il existe un unique voisin y de 2
tel que dr(racine,y) < dr(racine,x). Ce voisin est appelé parent de = et noté parent(z). Les
autres voisins de z sont les fils de . La racine n’a pas de parent.

FIGURE 3 — Un arbre de communication et la représentation binaire des identifiants de ses
sommets

Colorier un graphe consiste & attribuer a chaque sommet v du graphe une couleur C,. Un
coloriage valide est un coloriage vérifiant la propriété suivante : V(z,y) € E,Cy # Cy. Un
k—coloriage est un coloriage utilisant k couleurs. Dans la suite, les couleurs seront numérotées
a partir de 0.

La fonction bit;(C) renvoie le i-¢me bit de la valeur binaire de la couleur C' en commengant
par le bit de poids faible dont I'index est 0. Par exemple, bit(0101) = 1 et bitp(0101) = 1.
L’opérateur . est I'opérateur de concaténation binaire. Par exemple 101.0 = 1010.

Question 4.2. Nous supposons que les nceuds de 'arbre illustré figure 3 exécutent ’algo-
rithme 1. Donner la valeur des couleurs des noeuds & la fin de chaque étape de la boucle tant
que.

Question 4.3. Montrer que I’algorithme 1 construit un coloriage valide.
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Algorithme 1 : 6—coloriage d’un arbre

début
L« [log|V{]
Cy + ID(v)
tant que L > 3 et une fois supplémentaire faire
Envoyer (L, C,,) & ses fils
Recevoir (L', Cporent(v))
si L = L’ alors
si v est la racine alors
iy +— 0
bv A bito(c’v)
sinon
L by mzn{z’bnz(cv) 7& biti(cparent(v))}
bv A bitiv (Cv)
Cy — 1y.hy
| L~ JlogL1+1

fin

FI1GURE 4 — Un arbre de communication et son 6—coloriage
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Question 4.4. Montrer que 'algorithme 1 construit un 6—coloriage.

Question 4.5. Nous supposons maintenant que les nceuds de Iarbre illustré figure 4 exécutent
Talgorithme 2. Donner la valeur des couleurs des nceuds & la fin de chaque étape de la boucle
pour.

Question 4.6. Montrer que ’algorithme 2 transforme un 6—coloriage valide en un 3—coloriage
valide.

Algorithme 2 : 3—coloriage & partir d'un 6—coloriage
début

pour ¢ « 5,4, 3 faire
Envoyer C, a ses fils

si v est la racine alors
| C, « plus petite couleur différente de C,
sinon
Envoyer Cpgrent(v) & ses fils

si Cparent(v) = ¢ alors
| Cy « plus petite couleur différente de Cy et Cyrandparent(v)

sinon
L Cyp — Cparent(v)

fin

Fin de Pépreuve.
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