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1 Présentation du sujet

Ce sujet porte sur I'étude des systemes a addition dewecavec états (SAVE) et sur la
résolution des problemes suivants : atteignabiliténdétat de contrdle et déterminer quand
'ensemble des configurations admissibles terminant urutal partir d’'une configuration
initiale donnée est infini. Ces systemes forment une eldesprogrammes simples avec
variables a valeurs dam$; ils peuvent étre vus comme des automates finis auxquels on
adjoint la possibilité de mettre a jour des compteursi&des a valeurs danys). Le su-
jet considere donc un modele de calcul relativement rediaire pour lequel la difficulté
de l'analyse des SAVE provient du fait que les variables neveet prendre une valeur
négative le long d’un calcul.

La partie | traite d’'un SAVE particulier qui calcule faiblemt la multiplication et elle
introduit aussi une classe restreinte de SAVE, les SAV, peaquels il n'y a plus d’états
de contrdle. En fait, les questions 7 et 8 montrent pourgagestreindre aux SAV permet
quand méme de traiter les problemes sur les SAVE (mais pazaddidats ont abordé la
guestion 8). La patrtie Il traite de la résolution du probéde couverture sur les SAV, ce qui
permet alors de résoudre le probleme de l'atteignahiliih état de controle sur les SAVE.
La partie lll, partie préparatoire pour la partie 1V, a pbut principal de montrer comment
I'existence de chemins dans un graphe orienté fini peupsi®er comme la résolution de
systemes d’inéquations. Finalement, la partie 1V wile partie 11l pour proposer une so-
lution au probleme de I'existence d’une infinité de confadions admissibles positivement
atteignables d’une configuration admissible donnée dAvt &a partie Ill, indeépendante
des parties | et Il, a plutdt été bien traitée dans sa Eemoitié.

2 Remarques gnéerales

Pour une épreuve de quatre heures, ce sujet était d'ugeidon tres importante. La
notation a été adaptée en conséquence. Les questsoplitedifficiles (16, 17, 22, 26, 27,
28, 29, 30) n'ont pratiquement pas été abordées.

Le sujet portait essentiellement sur I'etude des cal@sss des SAVE et nécessitait un
traitement mathématique avant la conception d’algoribigorrects. Une preuve rigoureuse
de I'égalité de la question 3 a peu été proposée pardedidats, conduisant quelquefois a
enoncer des propriétés fausses sur les calculs des SAV&de rigueur était attendue ici,
comme pour le reste des questions.

Plusieurs questions demandaient d’écrire des pseudoHalges (par exemple les ques-
tions 1, 6, 12, 14, 18). Il est bon de rappeler ici qu'avant @init un pseudo-algorithme,
décrire les variables et leur utilisation sont des prélaires qui facilitent la compréhension
du pseudo-algorithme.



3 Informations quantitatives

Cette épreuve a éte traitée par 387 candidats. La meyglobale a été de 9.98 sur 20
avec un écart-type de 3.98. Les notes variaient entre pRisieurs 20. Vu la longueur du
sujet, traiter les quinze premieres questions assuraidt@maximale. La partie IV n'a été
pratiquement pas abordée, a part quelques réponseagiadéon 25. Il en est de méme de
la seconde patrtie de la partie Il (Questions 22, 23 et 24).

Un peu plus d’un tiers des candidats ont trouvé les douzigroations admissibles de
la question 2, ce qui est peu rapport a la difficulté de lastjor. Ceux qui sont passés par
la construction systématique d’un arbre ont pu en effetcéfier une recherche exhaustive.
Cependant, tenter de définir 'ensemble de facon par&mépar le nombre de passages
dans chaque transition) ou raisonner sur les configuratitiegites au fur et a mesure, a
souvent donné lieu a des solutions incompletes, voiné&es.

4 Corrigée

QUESTION 1. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne en eotré@AVE S =
(S, T,n) etune séquence non vide, xo) . . . (s, i) de configurations et qui détermine si
la séquence est un calcul e

REPONSE1. Etant donnée une séquence non \igdex,) . .. (s, 1), il faut vérifier que
les conditions suivantes soient assurées :
— pour: € [0, k], z; € N,
— pouri € [0,k — 1], (si, Ti41 — x4, Siy1) € T.
L'énoncé n’interdit pas que la séquence soit réduite,ar,) avec(sg, xg) € S x Z" et
autoriser une telle séquence est donc correct (méme sétatrpas dans I'esprit de la
notion de calcul).
L'algorithme ci-dessous prend en entrée le SAYET, n) etla séquencésy, zo) . . . (Sk, Tk)-
cal :==true;1=0;
while (cal and ¢ < k) do

begin
if i > 0then cal := (cal and s;_; (@i—@i1)

J=1;
while (cal and j < n) do
begin
cal = (cal and z;(j) > 0);
Ji=7+1;
end
1:=14+1;
end
return cal ;
L'utilisation de while permet de s’arréter des que I'on sait que la séquence passun
calcul (si c’est effectivement le cas).
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REPONSE2. La facon la plus simple de répondre est de construirbréades configura-
tions admissibles accessibles (omis ici). On obtient dkessl2 quadruplets suivants en
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QUESTION 3. Montrer que

REPONSE3. On commence par introduire une notation. A chaque céguty) . . . (s, 1),
on peut associer une unique séquemce- ¢, de transitions telle que povre [0, k — 1],
t; = (sj,u, s;+1) Soit 'unique transition d€” telle quer;; = z; +u. Sile calcul est réduit
a(sg, xo) alors la séquence de transitions associée est rédiaitséauence vide.

QUESTION 2. Calculer I'ensembl@(
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Soitzg = | ¢ | aveca,b > 0. Chaque calcul de la formg\, z) ... (A, z;) admet

[=}

une séquence de transitions associée de la forme ciukesso
(1) () "3 (t2) 2t (£4) - - (81) N b (£a) V3 (t1) ¥,

avecay, 31, ..., an, By, any > 0etN > 0. Comme d’habitudét)’ représente la séquence
0 def

de longueut aveci occurrences dg c'est-a-dirg(t)? = ¢ et ()"t = ¢-(¢)'. Voici quelques
observations utiles :

1. La seule transition modifiant la premiére composanté,est il s'agit d'une décré-
mentation. Par conséquen¥, < a.

2. La seule transition modifiant la quatrieme composartté,ex il s’agit d’'une incré-
mentation. Comme la valeur initiale de la quatrieme coraptsest 0 dans le calcul,
nous avons(4) = 51 + - - - + OBn-

3. Dans le calcul, la somme de la seconde composante et désiaitne composante est
constante. En effet, soit une transition ne modifie aucunsedaleux composantes,
Soit une transition incrémente une composante maied@mte I'autre. Cette somme
est exactement egalebgla valeur initiale de la seconde composante plus la valeur
initiale de la troisieme composante). Par conséquentr pe [1, N|, hous avons
max(a;, ;) < b.

Ainsi, on obtientr(4) < a x b. On peut remarquer que montrer seulement qu'’il existe un
calcul terminant eqA, =) avecz,(4) = a x b n’est pas suffisant.
Pour obtenir I'inclusion dans I'autre sens, prenons maiuté)\/ € [0, axb]. SIM = 0,
on prend le calcul réduit & la configuration admissibl&ate. Sinon, il existe; € [0, a — 1]
etr € [0,b— 1] tels queM — 1 = ¢ x b+ r. Par conséquent, il existec [0,a — 1] et



r" € [0,b] tels queM = ¢ x b+ r'. Soit le calcul(A, zy) ... (A, z) dont la séquence de
transitions associée est exactement :
q fois (tl)btg (t4)bt3
(t1) o (ta) 5 (t1) o (£4)8 - - -(£1) ta(t) ts.

On peut vérifier que précisément(4) =g x b +1r' = M.

QUESTION 4. Déterminer la fonctiorf telle que

{<E)€N3:e§f(a,b)}:{<§>€N3:3<§)€N4,(C,<

pour le SAVE représenté ci-dessous
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REPONSE4. Nous allons vérifier qué(a, b) = a® + ab. Soitzy = (

coocoeRr

) aveca,b > 0.

)> Faim (A, ( v )>}

Chaque calcul de la formé&C, zo) ... (A, x,) admet une séquence de transitions as-
sociée de la forme ci-dessous

Pour cela, il ne suffit pas de montrer que

o

<L

a2+abe{deN:3(§f)eN3,<c,<

oo oe

(t5)t6(tr) " ba(ta) s (tr) 2 ta(ta) ™ - - - (1) Vo (ts) Vs (t1) N+
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avecy,ay, 1, ..., an, By, ani1 > 0 et N > 0. Avant de franchir la premiére transition

ag
t1, S'il y en a une, la configuration admissible courante estadtaﬂme( biolal ) avec

»FLMA<G%>>

On remarque alors que le sous-systeme réduit aux étatsrdeble A et B correspond au
SAVE S,,...;: une fois la premiere composante oubliée. Par la Question @ donc,

dé)eNﬁdswmm}=N§)€N“3(§)GW%A<a§>>%%O%<§>H

etdonc

{<§)€N3:e§a2+ab}§{<§>€N313<§)€N47<Ca<§>>|_;m<Av<§>>}

Comme par ailleurs,

0

a = ag + a,. En particulier,
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{< bidlal ) eEN’:d<ay(a +b)}=

, ao X a9
ay 3 a 3 a1 e,
{(vim ) em:3(k ) eN (A, ( o P )> Fadm (A, ( y )>},
0
nous obtenons aussi I'inclusion dans 'autre sens.

QUESTION 5. Pour le SAVES,,,..;, existe-t-il <

(7)o o

soit infini ? On justifiera sa réponse.

) € N* tel que I'ensemble
) o (5 )
“

REPONSES. Laréponse est une variante de la réponse a la Quest®wit3,, = ( b ) €
d

N*. Chaque calcul de la form@\, z,) ... (A, x,) admet une séquence de transitions as-
sociée de la forme ci-dessous

a0 oe

an o R

(t1) o (ta) b5 (81) 2 (a) ™ - - - (81) N b (£4) N E3 (81 N+

avecay, A1, ...,an, By, any1 > 0 et N > 0. Voici quelques autres observations utiles :

1. La seule transition modifiant la premiere composanté,estil s’agit d'une décré-
mentation. Par conséquem¥, < « et la valeur de la premiére composante dans le
calcul est toujours dans l'intervalle, a].
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2. La seule transition modifiant la quatrieme composartté,ex il s’agit d’'une incré-
mentation. Comme la valeur initiale de la quatrieme coraptsest! dans le calcul,
la valeur de la quatrieme composante dans le calcul esbumidans lintervalle
[d,d+ (B + -+ Bl

3. Dans le calcul, la somme de la seconde composante et dedignne composante
est constante. En effet, soit une transition ne modifie aeid@rces composantes, soit
une transition incremente une composante mais déctertiaatre. Cette somme est
exactement égaleiat c. Par conséquent, la valeur de la seconde ou de la troisieme
composante dans le calcul est toujours dans l'interyalie+ ¢|.

4. Par ailleurs, poui € [1, N], nous avonsnax(«;, 3;) < b+ c. Par conséquent, la
valeur de la quatrieme composante dans le calcul est teaujiauns I'intervalldd, d +
ax (b+c).

Comme dans le calcul, toutes les composantes ont des véleurges, il n’existe pas de
( ’ ) € N tel que{< b ) e Nt (A, ( b )) Fadm (A, ( b ))} soit infini.

d d’ d a4’
QUESTION 6. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne en emr&qole(

) ot ()

REPONSEG. La question ne le précise mais il s’agit de répondre ®SAVE S,,.;;. Une
réponse dans le cas générale est aussi acceptée.
Une conséquence de la réeponse a la question précéesmee 'ensemble des confi-

a
b
c

o oR
N——
m

’

N* et qui retourne I'ensemble des tuples. ) € N'tels queA, (
d/

QLo o

On évaluera le temps de calcul en fonctiorde b + ¢ + d.

gurations admissibles présentes dans un calcul dont lagooation initiale est
d

est fini et de cardinal au plu8” = 2 x (a + 1) X (b+c+1)> x (a x (b+¢) + 1)

(on multiplie par2 car il y a deux états de contrdle). On peut méme se redieia

K =2x(a+1)x2(b+c+1)x(ax(b+c)+1) carlasomme de la seconde composante
et de la troisieme composante est toujours égale-a. Notons quek’ ne dépend pas de

la valeurd. L'algorithme décrit ci-dessous termine puisque on passglusK fois dans la
boucle principale. Ci-dessouditente est la liste de configurations admissibles en attente
de traitement]'raitees est 'ensemble des configurations admissibles déj&asaietr est
'ensemble qui sera retourné. Voici I'algorithme.

a

Attente := ((A, ( b ))) ‘FE = 0; Traitees == 0;

while Attente # nil do
begin
Soitconfig = (s, < Y )> le premier €élément de la listéttente, que I'on retire
d/
de cette liste;
for s’ = s” € {t1,ts, 13,14} dO
begin



if < Y ) +ueN*and s = sand (s”, < Y ) + u) & Traitees then
d d
begin

a’

Attente := cons((s”, < b ) + u), Attente) ;
d/
end
end

Traitees := Traitees U {config};
ifs:AthenE::Eu{< b )};
d/

end
return F';
La boucle principale est empruntée au pkidois et avec une structure de données rai-
sonnable pour les ensembles, chaque passage dans la becessite un temps de calcul
en O(K). Ainsi, l'algoritme ci-dessus calcule I'ensemhieen tempsO(K?), ce qui est
polynomial ena + b + ¢ + d. Voici deux remarques relatives a cette question :

/ /

— Si(A, < z )) P;m (A, < i )> anrs( Z ) € [0,a] x[0,b+c]* x [d, d+ a(b+c)].

o
Un autre algorithme possible consiste a énumérer &a@hts dé0, a] x [0, b+ c]? x
[d,d + a(b + c¢)] atteignables, mais ils ne le sont pas tous, ce qui rend laepbion
d’'un tel algorithme plus difficile. Par exemple, on peut regogr que non seulement
V+d=b+cmaisaussil’ <d+ (a—a)(b+c).

— Méme sil'ensemble des tuples recherc(éé ) est de cardinal polynomial en+
d/

b+ ¢, le nombre de calculs partant ¢ie’ | est par contre exponentiel en+ b + c,
d

d’ou I'intérét de stocker les configurations admisssadéja atteintes.

QUESTION 7. Montrer que si 'on possede un algorithme pour résoledreroblemes (P1)
et (P2) restreints aux SAVE sans auto-transition, alorgste un algorithme pour résoudre
les problemes (P1) et (P2) (sans aucune restriction).

REPONSE7. SoitS = (S, T,n) un SAVE. Nous allons effectivement construire un SAVE
S’ = (5',T’",n) sans auto-transition avet C S’ etT C 7" tel que pour toutes les confi-

gurations admissible&, z) et (s, ') de S, nous avonss, z) ., (s, 2') dansS si et

seulement s{s, x) ka4, (5, 2") danss’.
En particulier, pour toute configuration admissiljle ) de S et pour tout état de

controles,.. € S, il existez’ € N tel que(s,z) Fuim (Sace, ©') dansS si et seule-
E

ment si il exister’ € N™ tel que(s, z) Faam (Sace, ') dansS’. Ainsi, la résolution de (P1)
sur les SAVE sans auto-transition permet de résoudre @19 i@ cas général.

Si S ne contient pas d’auto-transitions, aldt's= S. Dans le cas contraire (le seul cas
intéressantici), soi, . . ., sy 'ensemble des états de contrélde S admettant dans une
auto-transition de la forma = s = s (il peut y en avoir plusieurs pour un méme état de

def

contrdles). Soits], . .., sy de nouveaux états de controle et pos6hs Sw{s),..., sy}
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L'ensemble des transitiori§’ est obtenu a partir d€ en remplacant chaque transition de

0

la formetr = s = s partr’ = s ~ (cette transition pouvant provenir de plusieurs
auto-transitions dé) ettr” = s’ % s. Par induction sur la longueur des calculs, on peut
montrer les deux propriétés suivantes :

— Pour toutes les configurations admissibles:) et (s’, 2') deS (et doncs, s’ € 5),

* *
nous avonss, =) Faam (s, 2') danss si et seulement Sis, z) Foam (8, ') danss’.
Dans les séquences de transition associées, il suffitndglaeer une auto-transition
tr partr'tr’, et réciproquement.
— Pour tous les états de contr@leayant une auto-transition dags pour toutes les

configurations admissible&, =) et (s;,2’) de S’, nous avonss, ) Fugm (i, ')

dansS’ si et seulement Sis, x) a4 (s}, 2') dansS’.
Le second point implique pour toute configuration admissibl x) de S, 'ensemble des

configurations(s’, z’) telles que(s,z) Fuam (s',2') danssS est infini si et seulement si

I'ensemble des configurations’, z’) telles que(s, ) Faam (s, 2') dansS’ est infini. En
effet, l'infinité de I'ensemble des configurations adnb$ss atteignables da® ne peut
pas étre dle seulement aux configurations admissibles ay&tat de contrdle das\ S.
Ainsi, la résolution de (P2) sur les SAVE sans auto-tramsipermet de résoudre (P2) dans
le cas général.

Une autre solution consiste a défisircomme la copie de deux versions&eu chaque
transition passe d’'une copie a l'autre. Cela permet ausBirdner les auto-transitions a
moindre cout.

QUESTION 8. Montrer que sil'on possede un algorithme pour résoledrproblemes (PL
et (P2) sur les SAV, alors il existe un algorithme pour résoudsegmblemes (P1) et (P2)
sur les SAVE.

REPONSE8. SoitS = (S,T,n) un SAVE sans auto-transition. On peut se restreindre a
ce cas, d'apres la Question 7. Nous allons construire un BApour lequel les états de
contrdle deS sont codés par I'ajout deard(.S) composantes qui prendront la valeur 0 ou
1. La présence de 1 €n + ¢)ieme position d’'une configuration code que I'état de daletr
courant est légieme état de contrdle de Voici les détails.

Soit p une bijection (arbitraire) d& vers{1,...,card(S)} et X le sous-ensemble de
gntcard(S) ta| que

X=A{zxe znreard(s) Tt 1ntcard(S) = €i € Neard(S) pour un i € [1, card(S)]}

en notank;(j) = 0sii # j ete; (i) = 1.
Nous posons aus$i ¥ = X N N+eard(9) Soit T le SAV tel que poukr = s = ' € T
(s # s’ par hypothese), la transitiad € 7" est définie ainsi :
(tr/)[l n] = Uy
— pourt € S\ {s,s'}, tr'(p(t))

1)) =
— tr'(p(s)) = —Lettr'(p(s")) 1



Soith la bijection entre les configurations deet celles deX telle que

h(<37 x))[n—l—l,n—i—card(S)] = €p(s) eth(<57 x))[l,n] = .

Pour chaque calcyky, zo) . . . (sx, zx) dansS, on peut lui associer la promenade positive

h({so, o)) ... h({sk,Tk))

dansT’ dont chaque configuration est dakis. De méme, a chaque promenade positive
Yo - -y, dansT’ composée de configurations dg", la sequencé ' (yo) - - - h ™' (yx) est

un calcul dansS. Ainsi, étant donnés une configuration admissible:) deS et un état de
contrdles 4., les propositions suivantes sont équivalentes :

— il existez’ € N" telle que(s, z) Foam (Sace, '),
— linstance(T”, h({s,x)), h({Sace (0,...,0)))) du probleme de couverture a une so-
lution.
Larésolution de (P)surles SAV permet de résoudre (P1) surles SAVE sans eangition
et donc sur tous les SAVE d’apres la Question 7. De méraaf éonnée une configuration
admissible(s, =) deS, les propositions suivantes sont équivalentes :

— I'ensemble des configurations, z') telles que(s, x) Fuam (s, 2") estinfini,

— le nombre de configurations positivement accessiblég ex)) dansS’ est infini.
On remarque ici que pour toute configuration positivemeog¢ssible dé.((s, z)), le vec-
teur composé des dernieres composantes ne peut prendre qu’un nombre firdldarg
(dans un ensemble de cardirald(S)). Ainsi, la résolution de (P2sur les SAV permet
de résoudre (P2) sur les SAVE sans auto-transition et dantoss les SAVE d’apres la
guestion précédente.

QUESTION 9. Définir une instancérl’, x, y) du probléme de couverture ayant au moins une
solution et dont chaque solution soit positivement acbéssier avec une promenade de
longueur au moins égalerax max(y).

REPONSE9. Soit(T,z,y) l'instance telle qud” = {ey,...,e,} C N, 2z = (0,...,0) €

N* ety = (m,...,m) € N* pour un entiern > 0. Commey = x + me; + ... + me,,

Sic = try - - -tr, est un chemin efc, ) est une promenade dont la configuration finale est
supérieure & alors nécessairemeht> m x n = max(y) x n.

QUESTION 10. Soientl C [1,n] etz ...z, une promenadé-admissible ef-couvrante.

1. Pour chaqué € Z" tel queA; € N/, montrer que laséquen¢e, +A) ... (7, +A)
est une promenadeadmissible ef-couvrante.

2. Supposons qu’il existe < o < § < k tels que(x,); = (x3)r aveCA = z, — xp.
Montrer que la séquence,...z,—i(z3 + A)...(zx + A) est une promenadé
admissible ef-couvrante.

REPONSE10. Soitc = tr;...tr, un chemin tel que la promenade ) soit la suite de
configurationse - - - .



1. Pourj € [1,k], z; —xj_1 = (z; + A) — (-1 + A) = tr; € T et donc(zy +
A)...(x, + A) est une promenade. Par ailleurs, cominec N’ alors pouri € [
etj € [0,k], (z; + A)(4) > 0. La promenadéx, + A)...(z; + A) est doncl-
admissible. De plus, comm&; € N alors pouri € I, (z), + A) (i) > zx(i) > y(i).
La promenadéz, + A) ... (z; + A) est dond-couvrante.

2. CommeA; = (0,...,0) € N/, d’apres le point 1. ci-dessug;s +A) . .. (z+A) est
une promenadé-admissible ef-couvrante catg . . . z;, est aussi-admissible ef -
couvrante. De plus, par hypothesg, . . z,_; est une promenadeadmissible (mais
pas nécessairemehtouvrante). Par ailleurs, commeg+A = z, etx,—2,-1 € T,
la séquence, . ..z, est aussi une promenadl@dmissible. En conclusion,

To... . To—1(xg+A) .. (2 +A)

est une promenadeadmissible ef-couvrante.

QUESTION 11. Soitxy ...z, une promenadé-r-admissible induite par le cheminavec

I C [1,n]etr > 0. Montrer qu'il existe un chemid C ¢ de longueur strictement inférieure
aredl) tel que(c’, x) = yo - - - y; SoitI-r-admissible ety;); = (x;);. Side plusgg . ..z
est/-couvrante, alorgy - - - y; est aussi-couvrante.

REPONSE11. La preuve est par induction sur la longuéute c. Si la longueur de: est
strictement inférieure a4 alors prenons’ = c¢. Dans le cas contraire, supposons a
présent que la propriété soit vraie pdurK N et considérons une promenadge . . 41
induite par le cheminr, .. .trn,; qui est/-r-admissible [resp. ef-couvrante]. Comme
N + 1 > reardd jl existe) < a < 8 < N + 1 tels que(z,)r = (z5)7. PosonsA =
To — x5; Nous avond\; = (0,...,0) € N7, D'apres la Question 10(2.)y - - - To (7511 +
A)---(zy41 + A) est/-admissible [resp. et-couvrante]. Par ailleurs, pourc [ etj €
B+ 1,N+1], (x; + A)(i) = z; < r.Donc,(zn41 + A)r = (x)r €tz xo(Tp41 +
A)---(xy41 + A) est aussi-r-admissible et posséde au plys+ 1 configurations. Par
hypothése d’induction, il existe une séquerige - j, avecl < rdD et] < j; < ... <
g < (N +1)— (6 — a) telle que(try, ...trj,,z0) = yo-- -y estl-r-admissible [resp.
et /-couvrante] etly;); = (xy+1 + A)r = (x);. Nous avons par ailleurs;, ...tr;, C
try .. .trN+1.

QUESTION 12. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne enenine instance
(T, z,y) et un entierk € N et détermine s'il existe une configuratighpositivement ac-
cessible de: avec un chemin de longueur au plugelle quey < v/'.

REPONSE12. Nous supposons qué contiennep transitionstry, ..., tr,_; (ordre arbi-
traire). Nous allons coder toutes les séquences de fiaside longueur égale/apar des
entiers entré etp* — 1 (en base). Pour chaque séquence, on vérifie si on a pu atteindre
positivement une configuration couvrant
if y < x then return true else
begin
trouve = false ;
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Fors=0top* —1do
begin
y =x;i:=1;adm :=true;
while ( not trouve and ¢ < k and adm) do
begin
u:=idth digitofsin {0,...,p — 1} (s écriten base) ;
if y' + tr, € N” then

begin

y =yt
trouwve := (y < y');
end

else adm = false;
1 =1+1;
end
end
return trouve;
end
Un algorithme récursif est aussi tout a fait envisageabéecondition d’arrét porte sur
k = 0 ou bien la configuration courante est supérieure ou &gale

QUESTION 13. CalculerF(0).

REPONSE13. Pourz € Z", la séquence: composée d’'une unique configuration @st
admissible ef)-couvrante (car sans contrainte sur les composantéswlg. Par conséquent,
M (0, z) = 1 pour toutes les configurations Ainsi, f(0) = 1 et F'(0) = 1.

QUESTION 14. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne enenine instance
(T, x,y) telle quepic(T) x max(y) = 0 et qui détermine s'il existe une configuratigh
positivement accessible detelle quey =< y'. De plus, lorsqueic(7’) x max(y) = 0,
majorerF'(n).

REPONSE14. Voici I'algorithme.
Soit] I'ensemble{i € [1,n] : z(i) < y(3)}.
if I = () then return true else
begin
cover :=true;
for i € I do cover := (cover and (Ftr € T tqtr(i) > 1));
return cover ;
end
Simax(y) = 0 alors on peut prendng = . Sinon,pic(7") = 0 et donc chaque composante
dey peut étre atteinte (ou dépassée) en moinagey) pas. Ainsi,F'(n) < nxmax(y)+1.

QUESTION 15. Soient!” ¢ I C [1,n] et{c,xo) = zo...2;...2, UNE promenadé-
admissible ef-couvrante ave6 <[ < k tels que
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— I’ satisfait la propriétéx),
— g ...7_; estl-r-admissible avee = pic(T) f(I') + max(y) et(z;); € [0,r — 1],
— pouri € I, nous avons € (I \ I') si et seulement si; (i) > r.
Montrer qu'’il existe un chemin’ de longueur au plugs®d() + f(I') — 2 tel quec’ C c et
(c', xo) estI-admissible ef -couvrante.

REPONSE15. Considérons une promenadg. .. z; ...z, Vérifiant les hypothéses de la
question et induite par le chemin - - - tr,. Sil > r*d() d’apreés la Question 11, il existe
une promenadsg, . . . y telle que

- < rcard([)’

— Yo = o, (yr)1r = (w) 1,

— Yo . ..yy estl-r-admissible,

— ilexistel <j; <--- < jp <Itelsquey...yr estinduite patry, - - -tr;,.
Soit yo - - - yr - - - Yr4+k—1) la promenade induite par le chemtiry, - - - tr;, try - - - trp. ON
peut remarquer que pogre [0, (k — )], (yr+;)r = (x14;)7. Par conséquent, la promenade
Yoy - Yr+a—ry €StI-r-admissible et/-couvrante et en particuligyy - - - 14 ;) est
I’-r-admissible ef’-couvrante.

Par définition def(I’) et commel’ satisfait ¢), il existe une promenadsg - - - z» I'-
admissible ef’-couvrante telle que

= 20 = Yu»

— ilexistel +1 <m; <--- <my < ktel quez - - -z~ soitinduite patr,,, - - -try,,,

=" < f(I').
Comme(r,...,r) < (z0)nr car(zo)r = (yr)r = (z1)1, poury € [0,1"], (r — pic(T) x
Jooooor — pic(T) x j) = (z))nr. Par conséquent - - -z~ est aussi/-admissible et
(max(y),...,max(y)) =< (z)nr, €t donc cette promenade est aussiouvrante. En
conclusion, la promenade

(trj, -t tro, -y, , 2o)
est/-couvrante ef -admissible et’ + [” < readd) 4 (1) — 2,

QUESTION 16. Soit/ C [1,n] tel que pour chaqué& C I, 'ensemble de composantés
vérifie la propriété£). Montrer que sic, x) est une promenadeadmissible ef-couvrante
alors il existe un chemid C ctel que(c, x) est/-admissible ef-couvrante, et de longueur
inferieure &pic(T) f- (I) + max(y))**dD + f(I) — 1.

REPONSE16. Soitz, - - - 7, une promenadé-admissible ef -couvrante induite par le che-
minc = try - - - try.

Si zg - - -y estl-(pic(T) f-(I) + max(y))-admissible alors d’aprés la Question 11,
il existe une promenadg, - - -y, [-admissible et/-couvrante ave¢ < (pic(T)f-(I) +
max(y))@40) etz, = y, induite partrj, - - -tr;, avecl < j; < --- < j; < k. On obtient
bien la bonne borne puisqye (/) > 1.

Si g - - -z n'est pasl-(pic(T") fc(I) + max(y))-admissible alors il existé < k et
() ¢ I’ C I tel que la premiére configuration dont une valeur soit sepée ou égale a
pic(T) f(I")+max(y) estx;, et]’ est'ensemble de composantesiglatteignant au moins
cette valeur. D’apres la Question 15, il existe une séggeér< j; < ... < j; < k avec
I < (pic(T) f(I') +max(y))=dD 4 f(I') — 2 telle queltr;, . . . tr;,, 2o) SOt une promenade
I-admissible ef-couvrante. Ainsil < (pic(T) f-(I) + max(y))**4D) + f-(I) — 2.
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QUESTION 17. Lorsque le produipic(7)max(y) vaut au moind, majorerF'(n) en fonc-
tion den, pic(T) etmax(y), par exemple paf(pic(T) + 2)max(y))™+D*,

REPONSE17. Soitg la fonction telle queg(0) = 1 et g(m + 1) = (pic(T)g(m) +
max(y))™*+)+g(m) pourm > 0. On commence par énoncer quelques propriétés imnesdiat
(en supposangic(T)max(y) > 1) :
— pour) C I C [1,n] aveccard(l) = m, f(I) < F(m) et f-(I) < F(m — 1) (par
définition defF),
— pourm € [0,n], F(m) < g(m) en utilisant un raisonnement analogue a celui de la
question précédente.
= 9(0),...,9(n) = 1.
— (pic(T) + 2)max(y)g(m — 1) > pic(T)g(m — 1) + max(y) + g(m — 1),
On peut donc montrer par récurrence syrque pounn € [0, n],

g(m) < ((pic(T) + 2)max(y))" "'

Pourm = 0, la preuve est immédiate. Supposons la propriété vraig . Nous avons
g(m+1) < (pic(T)g(m) + max(y))™** + g(m) et

(pic(T)g(m) + max(y))™ " + g(m) < (pic(T)g(m) + max(y) + g(m))™*'.

Par conséqueng(m + 1) < ((pic(T) + 2)max(y)g (m))m+1 Par hypothése d’induction,
g(m + 1) < ((pic(T) + 2)max(y)((pic(T) + 2)max(y))™+HHm+1 et donc

glm +1) < ((pic(T) + 2)max(y))™*" ((pic(T) + 2)max(y)) O+
Par conséquent,
glm + 1) < ((pie(T) + 2)max(y)) "D < ((pie(T) + 2Qmax(y) .
En conclusionf'(n) < g(n) < ((pic(T) + 2)max(y))"+1*

QUESTION 18. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne eneniné instance
(T, z,y) et qui retourne une configuratign positivement accessible detelle quey < '
si elle existe, sinofalse. On justifiera la correction de I'algorithme et on évalulereemps
de calcul.

REPONSE18. On a vu qu’étant donnés un SAV, une configuration initiale: € N et
une configurationy € N, il existe 3’ positivement accessible detelle quey =< ¥/
si et seulement s'il existe une promenade positive de lamgudérieure arf'(n) dont la
configuration initiale est: et la configuration finale est supérieure.aPosonsF’(n) =
((pic(T) + 2)max(y))"+1)', qui est un majorant d€(n).

Le nombre de chemins ayaft(n) transitions est fini et est égalcard(7)" ™. S'il
existe un chemin = try ...trp/,) avec(c,z) = xo- - Tpy) tel qu'il existel < F'(n)
vérifianty < xz; etz - - - 1; est une promenade positlve alors I'existence d’'une cordtgur
y’ est assurée (dans le cas contraire il n’existe pas de taifeggaration).

L'algorithme ci-dessous illustre cette procédure. Leagmlde I'énumération des séquences
de transitions de longuetlt' (n) n’est pas difficile mais serait un peu fastidieux. Litéoat
ci-dessous sur” cache ce point. L'algorithme ci-dessous est une varianteetie de la
Question 12, ot la longueur du chemin est au Plpse(7) + 2)max(y))" 1,
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if y < x THEN return z else
begin
N := ((pic(T) + 2)max(y))™+V"; trouve := false
Fortr,---try € TV do
begin
y' =ux;i:=1;adm :=true;
while ( not trouve and : < N and adm) do
begin
y// — y// +tr;
if y” ¢ N then adm := false else trouve := (y < y");
if trouve then y' .= y”;
1:=14+1;
end
end
if trouve then return 3’ else return false ;
end
La valeur positive maximale d’une position sur un tel cheestmax(x)+ || T ||maz
F’(n) et donc chaque somme nécessite un temps de calc@(eog(|| T ||maz) +
log(max(x)+ || T ||maz F'(n)))). La vérification pour chaque chemin de la propriété
peut se faire en temps de calcul@0F’(n) x (n(log(|| T ||maz) +log(max(z)+ || T ||max
F'(n))))). Le temps total de calcul est de I'ordre @gcard(T)" ™ x (F'(n) x (n(log(]|
T lmac) + log(max(@)+ || T llmas F'(n))))).

QUESTION 19. Construire un graph@ = (S, A) dont on puisse montrer |'existence des
images ci-dessous. On donnera des justifications.

1. Il existe des images de chen¥inZ’ : A — N telles queZ + Z' ne soit pas I'image
d’'un chemin d&5. (Z + Z')(a) est défini pafZ (a) + Z'(a) pour chaque are.

2. Il existe des fonctiong,7Z’ : A — N qui ne soient images d’aucun chemin@eet
dontZ + 7’ est 'image d’'un chemin.

3. Il existe une fonctiod : A — N qui soit image de deux chemins distincts@e

REPONSE19. Considérons le graphe ci-dessous (contenant asseazedespour traiter
toutes les sous-questions).

a2 a1
as Qg a7 asg

a3 Qy
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Z(a1) =
I,(@Z)
2. Z(as) = (a7) = letpouri & {5,7}, Z(a;) = 0.Z'(ag) = Z'(as) = 1 et pour

i ¢ {6,8},7(a;) = 0.
3. Z(a1) = Z(a2) = Z(a3) = Z(a4) = 1 et pouri ¢ {1,2,3,4}, Z(a;) = 0. Voici deux
chemins possiblesa;asasay, azasaras.

( 0) = letpouri ¢ {1,2}, Z(a;) = 0.7Z'(as) = 1 et pouri # 5,

QUESTION 20. Soient; etc, deux chemins ayant un sommet en commun et dofat) =
ex(c2). Montrer qu’il existe un chemintel queZ. = Z., + Z.,, or(c) = or(cy) etex(c) =
ex(cy).

REPONSE20. Soits un sommet commun aux deux chemins. Commig,) = ex(cy), il
existe un chemin, tel queZ., = 7., etor(cy) = ex(c,) = s (il suffit éventuellement de
modifier I'origine du chemin cyclique).

— Sior(c;) = s alorsc = dyc; estun chemin tel qu&,. = 7., + Z.,.

— Siex(c;) = s alorsc = ¢1d, est un chemin tel qué. = 7., + Z..,.

— Sic¢ = ¢ d] avecex(cd)) = s etor(c]) = s alorse = ¢|c,c] est un chemin tel que

T.=T, +1,,.
On peut vérifier facilement que(c) = or(c;) etex(c) = ex(cy).

QUESTION 21. SoientG = (S, A) un graphe orienté fini et= a; . ..a; un chemin des &
s’ avec pour imagé&. : A — N. Montrer les propriétés ci-dessous.

() G|z, estconnexe.

() Sis=s"alorspout € S, > c 4 1q cx(ay=t Le(@) = D aea tq or(a)=t Le(@) = 0.
(1 Sis # s alors

— pourt € S\ {s, s}, > TI.a) — > Z.a) =0.

a€A tq ex(a)=t a€A tq or(a)=t
- Y T@w- Y L=-L
a€A tq ex(a)=s a€A tq or(a)=s
- Y Lw- Y L=t
a€A tq ex(a)=s' a€A tq or(a)=s’

REPONSE21. Posong = a; - - -ay = (S0, 81) -+ * (Sk_1, Sk)-

(1) Le grapheG|z, = (5, A’) satisfaits’ = {so, ..., sy} et{ai,...,ar} = A’. Prenons
t,t" € 9. Il existes, j tels quet = s; ett’ = s;. Sit = 7, le chemin vide va deverst. Si
i < j[resp.j <i]alorsa;y, - - -a; estun chemin deverst’ [resp.t’ verst] dansG|z, . Par
conséquent;y|z, est connexe.

() Supposons = s'. Pour chaqueé € [1, k£ — 1], il y a dans le chemin, un arc entrant
danss; (I'arc a;) et un arc sortant de; (I'arc a;;). Pour chaque n’apparaissant pas sur
le chemine, aucun arc n’entre ehet aucun arc ne sort dePar ailleursg, sort desg eta,,
entre ens;, = sp, ce qui permet de conclure que (Il) est vérifie.

(1) La preuve est analogue a celle pour la condition (111)
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QUESTION 22. SoientG = (S, A) un graphe orienté fini & : A — N une fonction.
Montrer queZ est I'image d’'un chemin darG si et seulement s’il existe s’ € S tels que
les conditions (1), (1) et (lll) de la question 21 soientifiees.

REPONSE22. Il reste a montrer que %i: A — N vérifie (1), (11) et (1ll) pour un couple
s, s € S alorsZ est 'image d’'un chemin deverss’. Dans la suite on supposera gug s’
et donc qué vérifie non trivialement (1) et (Ill) (le cas = s’ se traite de fagon analogue).
Nous avons donc :

— G|z est connexe.

— pourt € S\ {s, s}, > TI.a) — > Z.a) =0.

a€A tq ex(a)=t a€A tq or(a)=t

- Y L@~ Y L=-L

a€A tq ex(a)=s a€A tq or(a)=s
- > Z.(a) — > Z.(a) = 1.

a€A tq ex(a)=s' a€A tq or(a)=s’
Un cheminc est ditfermé lorsqueez(c) = or(c).
Soitey, ¢a, ..., ¢, Cpia, - - . ¢y UNE SEQuence de chemins telle que
__’Z'Cl_|_..._|__’[cN =17,
— (1, C9, ..., Cp, SONt des chemins non fermés,
— Cpt1,- - -, Cn SONt des chemins fermés.

Une telle séquence existe toujours, en prenant par exgmple) ", Z(a), N = p et
chaque chemi; est réduit & un seul arc. Nous allons montrer que la valeoinmale de
N pour une telle sequence est exactement 1.

Commec, 41, ... cy €st une séquence de chemins fermés, poar(p + 1, N| et pour

tes, >, I.,(a) - >, ZI(a) = 0. Par conséquent, nous avons donc
a€A tq ex(a)=t a€A tq or(a)=t

— pourt € S\ {s,s'},

Z Z 7., (a) — Z Z 7., (a) = 0.

a€A tq ex(a)=t jE[1,p] a€A tq or(a)=t j€[1,p]
B 2 2 jepp) Leg(a) = 2 > jenp Le; (@) = —1.
a€A tq ex(a)=s a€A tq or(a)=s
- X YenpZyl@ = X YiengZeyla) =1
a€A tq ex(a)=s’ a€A tq or(a)=s’

Par conséquent, podre S\ {s,s'}, sit = ex(c;) pour unj € [1,p] alors il existe
j" € [1,p] tel queor(c;) =t (j # j' car les chemins dans, c., . . . , ¢, Ne sont pas fermés).
Ainsi, sip > 1, alors il existet € S\ {s, s}, tel quet = ex(c;) pour unj € [1,pl. |l
existe dong/’ € [1, p] tel queor(c;) = t. On remarque alors que la séquence obtenue en
remplacant;, c; parc;c; vérifie les contraintes d’une telle sequence mais estrmiguleur
N — 1, ce qui contredit la minimalité da'.

Ainsi p = 1. Soit donc une séqueneg, c,, ..., cy telle quec; est un chemin non
fermé des verss/, etey, ..., cn est une séquence de chemins fermés. Si aucun sommet
apparaissant dans les arcsegle . ., ¢y n'apparait aussi dans, cela contredit la connexité
deG|z. Ainsi, il existej € [2, N]tel quec; etc; partage un sommet. D’apres la Question 20,
il existe un chemin: de s verss’ tel queZ, = Z., + Z..,. On remarque alors que la séquence
obtenue en remplacant, ¢; par c vérifie les contraintes d’une telle séquence mais est de
longueurN — 1, ce qui contredit la minimalité d&. Ainsip = N = 1.
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En conclusionZ est I'image d’'un chemin de verss'.

QUESTION 23. SoientBy, B, By € ZN* etby, by, by € ZN. Définir un algorithme pour
déterminer s'il existey € N° tel queB, y > by, By y > by et B, y = by en utilisant la
fonction SOL'.

REPONSE23. Nous avons3; y > b; si et seulement s'il existee [1, N] tel queB; y >
(by + ¢;). De méme B, y = by Si et seulement B, y > by et (—B;) y > (—bs) avec
(—=Ba) = (b7 ;) lorsqueB, = (b7 ;) et (—by)(i) = —by(i). Ainsi, il existey € N* tel que
Boy > by, By y > by etBy y = by Si et seulement si il existec [1, N] tel que

— By y = by,

- By > (b +e)

— Byy>byet(—By)y > (—by).
Chaque systeme a au plu& équations, le nombre de variables est toujouesla constante
maximale estl + 1 si 7 est la constante maximale paBiy, B1, Bs, by, b1, bo. L'existence de
y consiste a vérifier si 'un ded’ systemes admet une solution en utilisant a chaque fois
SOL*.

QUESTION 24. SoitG = (S, A) etG' = (5, A’) deux graphes orientés finis tels que
S"C S, 0 c A C AetG estconnexe estun sous-graphe dé). SoientB = (b; ;) €
Zexeard(A) yne matrice avea > 0 etb € Z°. A l'aide de la procédure SOL, définir un
algorithme qui détermine s’il existe un chemsidansG tel que
- Gz, =G,
— Bz > bavecr € Nod) et pouri € {1,...,card(A)}, z(i) = Z.(p(7)), étant
donnée une bijection arbitraige: {1,...,card(A")} — A’ (contrainte sur I'image
dec).

REPONSE24. Pour chaque arc € A’, nous introduisons la variable,,). Les équations
ou inéquations suivantes doivent &tre vérifiées :

- B : > b.
Xcard(A’)

— Poura € A', x,) > 1 etpoura € A\ A', X, = 0.
— Une des deux conditions ci-dessous est vérifiée :

— pourt € 5,
Do %@ D e =0

a€A’ tq ex(a)=t a€A’ tq or(a)=t

— llexistes # s’ € S’ tels que
— pourt € S"\ {s, s},

Z Xp(a) — Z Xp(a) = 0.

a€A’ tq ex(a)=t a€A’ tq or(a)=t
-2 XD X =L
acA’ tq ex(a)=s acA’ tq or(a)=s
- > Xp(a) — > Xp(a) = 1.
a€A’ tq ex(a)=s' a€A’ tq or(a)=s’
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Comme la connexité est garantie par la condition “poar A’, x,,y > 1 etpoura € A\ A,
Xo(a) = 0" (en effetG’ est connexe), I'existence d’un chemin revient a évoqut S pour
au pluscard(S’)? systémes (correspondant aux differentes origines eémites possibles
du chemin) et en se ramenant a seulement des inéquatiompeeela est fait dans la
réponse de la Question 23.

QUESTION 25. Soitxy ...z, une promenade auto-couvrante. Montrer que pbut Z",
(xo +A)...(x, + A) est aussi auto-couvrante.

REPONSEZ25. Il existel € [0,k — 1] tel quez; < . Pourj € [1,k], x; — z;_; =
(x; +A) — (xj_1 + A) € T etdonc(zy + A) ... (z, + A) est aussi une promenade. En
particulier,(z — z;) = (xx + A) — (z;+ A) et(0,...,0) < (xx — x;), par conséquent
(xo + A)...(z + A) est aussi auto-couvrante.

QUESTION 26. Soient > 0, I C [1,n] etS = (5,7, n) un SAVE tels que

- SClo,r—1adD et C S xT xS,

— Pours, s’ € S ettr € T, nous avons BedeT & s+trp=54.

— (S, {(s,s"y € Sx S:TtreT, s s'}) est connexe.
Montrer que s'il existe un pseudo-calguh, xo) . . . (s, zx) danssS tel que{sy, ..., s;} =
S, (xo)r = so etz < xy, alors il existe un pseudo-calc(y, xp) . . . (s}, z},) dansS tel
que

3. s, = S0, Ty = To, S = Sk €txy < 2,

4. k' < F(n,r, taille(T)) ou F(n,r, taille(T")) est une expression a définir, construite
a partir de fonction polyndmes, exponentielles. et destamtes (indépendantes des
arguments).

On pourra par exemple chercher & majdfén, r, taille(T')) par (12" x 2tille(T))Ox(2xr2 +n+1)

REPONSE26. Soit(sg, 7o) . . . {sx, 7x) un pseudo-calcul vérifiant les hypothéses. On peut
commencer par remarquer que pgue [0,k], (z;); = s;. SoitG = (S, A) le graphe
orienté fini tel que

A={(s,s)eSxS:3treT, s s}
Par hypothese; est connexe.

Soit X I'ensemble de tripletstr, s, s’) pour lesquels il existg € [0,k — 1] vérifiant
xj+tr=x4 et(s,s) = ((z;)r1, (xj41)1). SoitZ 'image du chemin(sy, s1) - - - (Sk_1, Sk)
dansG etZ’ : X — N l'image “étendue” telle que poutr, s, s’) € X, Z'({tr, s, s’)) est
égale acard({j € [0,k — 1] : z; + tr = z;;1}). On peut observer que pouy, s') € A,

nous avons
I((s,s)) = Y T({tr,s5)).

st—r>s’€T’
Pour chaque triplettr, s, s) € X, nous considérons la variabt&_,. Par abus de no-

tation, une image étendd® : X — N sera considérée comme un tuple daif§4X), Le
cardinal decard(X) est majoré pacard(T') x r**, ce qui va correspondre au nombre de
variables du systeme qui va étre construit.
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Par construction dé&(, pour (s, s') € A,

Z Z'((tr,s,s")) > 1.

tr
s—>s'eT”’

Par conséquent, pous, s’y € A, 'image étendud’ est solution de I'équation

Z Xy g > 1.

tr
s—s'eT”’

Le nombre d'inéquations de ce type est majorérpar
Commezx, < zy, il existei € [1,n| tel que
— pouri’ € [1,n] \ {i}, >0, o oyex Z'((tr, s, 87)tr(i") > 0.
= Drssnex L' ((trs, $))r(i) > e
Par conséquent, I'image étendLieest solution des équations suivantes pous gn1, n] :
— pouri’ € [1,n] \ {i}, >, o syex Xetr(@) = 0.

- Z(tr,s,s’)_eX X;ts’t_r(w 2 €.
Le nombre d’inéquations de ce type est égate a
D’apres la Question 21, s} = s, alors pours € S,

Z T'({tr,s,8")) — Z I'({(tr,s',s)) =0

(tr,s,s")eX (tr,s’,s)eX

Par conséquent, pourc S, I'image étendu€’ est solution de I'équation

tr tr
E Xg s/ — E Xgs =10

(tr,s,8"YeX (tr,s’,s)eX

Le nombre d’équations de la sorte est majorérpace qui correspond Z-" inéquations.
Lorsques, # sg, pours € S\ {so, sx}, 'image étendu€’ est solution de I'équation

tr tr
E Xg s/ — E Xg s =10

(tr,s,8"YeX (tr,s’,s)eX

De méme, I'image étendug est solution des équations :

- Z(tr,so,s/>€X X;B,s’ - Z(tr,s/,S())GX Xg,so =1,
(tr,s1,8")EX Xgrl,s’ - Z(tr,s’,sl)EX le;,sl =—L
Soit un des: systemes d’inéquations décrit ci-dessous avec au plus
— card(T) x r*" variables,
— 2" 4 29" 4+ n inéquations.
De plusg < max(card(T) x 72, || T ||maz, 1) < 2%e(Dy2n 77 est donc solution d’un
de ces systemes. Par Borosh & Treybig, si un de ces systnest une solution entiere

positive, il existe une solution dont chaque composantbasiee par

(2taille(T) ,r,Qn)C(QrQ" +n)
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SoitZ; une petite solution (et on sait qu’elle existe gaest aussi solution). Nous posons
F =2 ssnyex Xy €t dongk/ < 2aille(Mp2n » (gtaille(T)y.2m)Cr™+n) Notre majorant de

F(n,r, taille(T)) sera donc
(2taille(T) r2n)C(2r2”+n+l)

On peut construire la fonctiol, : A — N telle que pour(s,s’) € A, nous ayons
Io((s,8)) = >_ =, e T ((tr, s, s")). Comme pouks, s’y € A nous avons

Z Ty((tr,s,8')) > 1,

tr
s—s'eT”’

nous pouvons conclure quB((s,s’)) > 1. Ainsi G|z, = G est connexe. Dans le cas
so = sy ('autre cas admet un traitement analogue), nous avons Eoess € S,

Z To(a) — Z Zo(a) =0

a€A tq or(a)=s a€A tq ex(a)=s

Par conséquent, par la Question 22 et la définitiof,departir deZ;), il existe une séquence
sotrisy - - - treesy, telle que

— ¢ = (s(,8)) -+ (sh_q, 8}») €St un chemin dans tel queZ. = 7y,

— Sp = Sk = S( = S}

— pourj € [0, k" — 1], (trj41, 55, 5541) € X,

— Pour(tr, s, s') € X, nous avons

Ty((tr,s,s')) = card({j € [0, k" — 1] : (tr, s, 8"y = (trjs1, S5, Sj41)})-

Par conséquenttr; - - - try/, 79) €st une promenadé-r-admissible. Finalement, il existe
i € [1,n]tel que

— pourd’ € [L,n] \ {i}, X2 ey oy tri(@) 2 0.

= 2jenn) trj(i) > e;.
Ainsi si 2, est la derniére configuration d& - - - try,, ) alorszy < z},. De plus,

<(£L’0)[, x0> e <(x0 —|— trl —'— e _|_ trk/)17 Zo —|— trl —|— PR + trk»/>
est un pseudo-calcul devérifiant les propriétés annoncées.

QUESTION 27. Soient/ C [1,n] etr > 1 tels qu'il existe une promenads ...z I[-r-
admissible et auto-couvrante. Montrer qu’il existe alams telle promenade commencant
enx, de longueur au plugdt) + F(n, r, taille(T)).

REPONSE27. Soitz - - - 3, une promenadé-r-admissible et auto-couvrante avec< z;,
(etdoncl € [0, k — 1]). D’apres la Question 11, il existe une séquefce. ., j, telle

- 1< < <Jja<l,

—a< rcard([)'

— (trj, - -trj,, o) = Yo - - Yo €St UNe promenader-admissible,
- (ya)l - (xl)l-

20



Considérons lapromenage:- - - yo - - - Yr+(—r) induite par le chemier;, - - -tr; tri - - - try,
Cette promenade estr-admissible et auto-couvrante Qar < v x—)-

Construisons le SAVES = (S, 7", n) suivant :

— S={s€0,r — 1D Fje[a,k+ (k-1 (y;)r = s},

— Pourchaque, s’ € S, s’ilexistej € [a, k+(k—1)—1]telque(s, s') = ((y;)1, (Yj+1)1)

alorspoutre T, s S s e T/ & s+tr; = 4.

Commeyo - - Yo - - Yrt(k—1) €St UNE promenadér-admissible,(S, {(s,s’) € S x S :
Jtr e T, s — s'}) est connexe. La promenagg - - “Yr+(k—1) PEUL &tre vue comme la
séquence suivante de configurations dans

(Ya) 1, Ya) =+ ((Yrt k—0)) 15 Y (k1))

avecy, < yr+k-1)- Les hypotheses de la Question 26 sont vérifiées. ll@xiehc une
séquence de configuratiofs), zo) . .. (sy, z) telle que

— 20 = Yar 50 = Ya)1r Sv = Yrr—1))1 €120 < 217,

— pourj € [0,1' — 1], il existes; — s;,1 € T' tellez; + tr = 2.

— ' < F(n,r, taille(T))
Laséquenceg - - - yo_120 - - - zr €st donc une promenade--admissible, auto—couvrante et
de longueur inférieure &40 + F(n, r, taille(T)).

QUESTION 28. MajorerGG(0) en fonction den ettaille(T').

REPONSE28. Commencons par une définition utilecSk tr, . . . tr, est un chemin, &ffet
de ce chemin, dénoté peili(c), est la sommer; + - - - + tr,. Par convention, I'effet de la
séquence vide est égal §0,...,0) € Z™.

Pour toute configuratiom € Z", il existe une promenadg, =) #-admissible et auto-
couvrante si et seulement s'il existec [1, n| tel que le systéme ci-dessous (indépendant
dex) ait une solution :

Z Xer X tr > e;

treT

ou pour chaque transitian, on associe une variabtg. En effet, sizg - - - 7, est-admissible

et auto-couvrante induite par le chemin- - - tr,, alors il existel < k tel que(0,...,0) <
ef(tr, 1 - - -try) etdonc lapromenader;.; - - - try, xo) est ausdi-admissible et auto-couvrante.
D’apres le résultat de Borosh et Treybig, si ce systenmeeddine solution entiere positive
alors il existe une solution entiére positive dont tougssvaleurs sont bornées par

max(|| T || maz, card(7T), 1)CX"
Comme| T || mar, card(T) < 2%(), on obtientG (0) < 2taille(@)xCxn,

QUESTION 29. Pourf) C I C [1,n], majorerg(I) en fonction degy-(I), pic(T), taille(T)
etn. On pourra par exemple montrgil ) < (pic(T)gc (1)) 4D +F (n, pic(T) g (1), taille(T)).

REPONSE29. Soitz, - - - 7, une promenadé-admissible et auto-couvrante avec<
(etdoncl € [0, k — 1)).
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Sizg---x, estl-(pic(T)g-(I))-admissible alors d’apres la Question 27, il existe une
promenadey, - - -y I-admissible et auto-couvrante avec

' < (pie(T)ge (1) D + F(n, pic(T)ge (1), taille(T))

etzy = yo.

Sixg - - - x n'est pasl-(pic(T)gc(I))-admissible alors il existé < ket c I' C T
tels que la premiére configuration dont une valeur estrieyoe ou égale aic(7)g(1’) est
I"et,(I\ I') est 'ensemble de composantesigeatteignant au moins cette valeur.

Considérons la promenagg- - - yi ;) induite par le chemifr, - - - trytry - - - try, et
donty, = x,. Par définition, pour chaque positigre [0, k], y; = =, €ty, < Yrt—y- ON
peut donc facilement vérifier qug - - - yx1.—;) €st une promenadeéadmissible et auto-
couvrante aussi. D’aprées la Question 11, il existe unee&cgj, . . ., j, telle

—1<jn<--<ja<l,

— a < (pic(T)g(1") = < (pic(T)ge (1)),

— (trj, - -trj,,Yo) = 20 - - - 2o €St Une promenade (pic(7T")g-(I))-admissible,

= (2za)r = (yr)1 = (2v)1-

Considérons la promenadg: - - 2, - - - 2x1(.—1)—r iNduite par le chemin

trjl s trjatrl/_H s trktrl+1 <o trg.

Cette promenade estadmissible et auto-couvrante car, (,—;y < zox—i—r-

Par définition dgy(I’), il existe une promenads - - - zj; I'-admissible, auto-couvrante
et telle ques < g(I') etz = z,. Comme(z,)r = (yr)r = (zv);, pouri € (I'\1I'),
zp(i) > pic(T)g(I’). Par conséquent la séquence

2 ZaZy e 2
est une promenadeadmissible, auto-couvrante et de longueur bornée par
a8 < (pic(T)g(I')™ D4 g(I') < (pic(T)ge (1)) 4D+ F(n, pic(T)ge (1), taille(T)).
(carr < F(n,r, taille(T))).

QuESTION 30. Définir un algorithme qui prenne en entrée un JA¢t une configuration
admissible et qui détermine si I'ensemble des configunatpositivement accessibles de
est infini.

REPONSE30. On a vu gu’étant donnés un SAV et une configuration initiale € N”,
'ensemble de configurations positivement accessibles dst infini si et seulement s'il
existe une promenade positive de longueur inférieufé(a) et auto-couvrante dont la
configuration initiale est.

L'algorithme commence par majoréf(n) en utilisant le fait que

G(O) < 2taille(T)><C><n

etpourm € [1,n], G(m) < (pic(T)G(m—1))"+F (n, pic(T)G(m—1), taille(T)). Posons
G'(0) = 2wille(MxCxn et ' (m) = (pic(T)G'(m—1))™+F(n, pic(T)G’' (m—1), taille(T))
pourm € [1,n].
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Le nombre de chemins aya6t(n) transitions est fini et est égalcard(7)' ™. S'il
existe un chemim = try ... trg(,) avec(c,z) = xo - - - Tqn) tel qu'il existel, I’ < G'(n)
vérifiantx; < xy etxg---xp est une promenade positive alors I'ensemble des configura-
tions positivement accessibles est infini.

La valeur positive maximale d’une position sur un tel cheestmax(x)+ || T ||maz
G'(n) et donc chaque somme nécessite un temps de calc@(eog(|| T ||maz) +
logmax(x)+ || T ||lmez G'(n)))). La vérification pour chaque chemin de la propriété
peut se faire en temps de calcul@(G’(n) x (n(log(|| T ||maz) +log(max(z)+ || T ||maz
G'(n))))). Le temps total de calcul est de I'ordre @écard (7)™ x (G'(n) x (n(log(|]

T |lma) + log(max(z)+ || T' |[mae G'(12))))))-
ANNEXE A : EXEMPLE D' UN PETIT LANGAGE ALGORITHMIQUE

instructions eélémentaires: I'affectatione := ¢/, les appels de procédupée, . . ., e,).

structures de contdle:
i; 17" : composition séquentielle des instructions
begin i end : parenthésage (on peut aussi utiliser une indentation)
if e then ¢ else ¢’ : conditionnelle

for x = eto e’ doi : itération (dont les bornes sont calculées avant emtads la boucle ;
x, e, ¢ sont de type entier)

while e do i : boucle, le test d’arrét étant évalué a chaque itération.
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