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1 Présentation du sujet

Ce sujet porte sur l’étude des systèmes à addition de vecteurs avec états (SAVE) et sur la
résolution des problèmes suivants : atteignabilité d’un état de contrôle et déterminer quand
l’ensemble des configurations admissibles terminant un calcul à partir d’une configuration
initiale donnée est infini. Ces systèmes forment une classe de programmes simples avec
variables à valeurs dansN ; ils peuvent être vus comme des automates finis auxquels on
adjoint la possibilité de mettre à jour des compteurs (variables à valeurs dansN). Le su-
jet considère donc un modèle de calcul relativement rudimentaire pour lequel la difficulté
de l’analyse des SAVE provient du fait que les variables ne peuvent prendre une valeur
négative le long d’un calcul.

La partie I traite d’un SAVE particulier qui calcule faiblement la multiplication et elle
introduit aussi une classe restreinte de SAVE, les SAV, pourlesquels il n’y a plus d’états
de contrôle. En fait, les questions 7 et 8 montrent pourquoise restreindre aux SAV permet
quand même de traiter les problèmes sur les SAVE (mais peu de candidats ont abordé la
question 8). La partie II traite de la résolution du problème de couverture sur les SAV, ce qui
permet alors de résoudre le problème de l’atteignabilit´e d’un état de contrôle sur les SAVE.
La partie III, partie préparatoire pour la partie IV, a pourbut principal de montrer comment
l’existence de chemins dans un graphe orienté fini peut s’exprimer comme la résolution de
systèmes d’inéquations. Finalement, la partie IV utilise la partie III pour proposer une so-
lution au problème de l’existence d’une infinité de configurations admissibles positivement
atteignables d’une configuration admissible donnée d’un SAV. La partie III, indépendante
des parties I et II, a plutôt été bien traitée dans sa première moitié.

2 Remarques ǵenérales

Pour une épreuve de quatre heures, ce sujet était d’une longueur très importante. La
notation a été adaptée en conséquence. Les questions les plus difficiles (16, 17, 22, 26, 27,
28, 29, 30) n’ont pratiquement pas été abordées.

Le sujet portait essentiellement sur l’étude des calculs issus des SAVE et nécessitait un
traitement mathématique avant la conception d’algorithmes corrects. Une preuve rigoureuse
de l’égalité de la question 3 a peu été proposée par les candidats, conduisant quelquefois à
énoncer des propriétés fausses sur les calculs des SAVE.Plus de rigueur était attendue ici,
comme pour le reste des questions.

Plusieurs questions demandaient d’écrire des pseudo-algorithmes (par exemple les ques-
tions 1, 6, 12, 14, 18). Il est bon de rappeler ici qu’avant de définir un pseudo-algorithme,
décrire les variables et leur utilisation sont des préliminaires qui facilitent la compréhension
du pseudo-algorithme.
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3 Informations quantitatives

Cette épreuve a été traitée par 387 candidats. La moyenne globale a été de 9.98 sur 20
avec un écart-type de 3.98. Les notes variaient entre 1,2 etplusieurs 20. Vu la longueur du
sujet, traiter les quinze premières questions assurait lanote maximale. La partie IV n’a été
pratiquement pas abordée, à part quelques réponses à laquestion 25. Il en est de même de
la seconde partie de la partie III (questions 22, 23 et 24).

Un peu plus d’un tiers des candidats ont trouvé les douze configurations admissibles de
la question 2, ce qui est peu rapport à la difficulté de la question. Ceux qui sont passés par
la construction systématique d’un arbre ont pu en effet effectuer une recherche exhaustive.
Cependant, tenter de définir l’ensemble de façon paramétrée (par le nombre de passages
dans chaque transition) ou raisonner sur les configurationsatteintes au fur et à mesure, a
souvent donné lieu à des solutions incomplètes, voir erronées.

4 Corrig é

QUESTION 1. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne en entréeun SAVES =
〈S, T, n〉 et une séquence non vide〈s0, x0〉 . . . 〈sk, xk〉 de configurations et qui détermine si
la séquence est un calcul deS.

RÉPONSE1. Etant donnée une séquence non vide〈s0, x0〉 . . . 〈sk, xk〉, il faut vérifier que
les conditions suivantes soient assurées :

– pouri ∈ [0, k], xi ∈ N
n,

– pouri ∈ [0, k − 1], 〈si, xi+1 − xi, si+1〉 ∈ T .
L’énoncé n’interdit pas que la séquence soit réduite à〈s0, x0〉 avec〈s0, x0〉 ∈ S × Z

n et
autoriser une telle séquence est donc correct (même si ce n’était pas dans l’esprit de la
notion de calcul).

L’algorithme ci-dessous prend en entrée le SAVE〈S, T, n〉 et la séquence〈s0, x0〉 . . . 〈sk, xk〉.
cal := true ; i = 0 ;
while (cal and i ≤ k) do

begin

if i > 0 then cal := (cal and si−1
(xi−xi−1)
−−−−−→ si ∈ T ) ;

j := 1 ;
while (cal and j ≤ n) do

begin
cal := (cal and xi(j) ≥ 0) ;
j := j + 1 ;
end

i := i + 1 ;
end

return cal ;
L’utilisation de while permet de s’arrêter dès que l’on sait que la séquence n’est pas un
calcul (si c’est effectivement le cas).
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QUESTION 2. Calculer l’ensemble{

(
a

b

c

d

)

∈ N
4 : 〈A,

(
2

1

0

0

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a

b

c

d

)

〉}.

RÉPONSE2. La façon la plus simple de répondre est de construire l’arbre des configura-
tions admissibles accessibles (omis ici). On obtient alorsles 12 quadruplets suivants en
construisant l’arbre.
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0
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QUESTION 3. Montrer que

{
(

a

b

d

)

∈ N
3 : d ≤ a× b} = {

(
a

b

d

)

∈ N
3 : ∃

(
a′

b′

c′

)

∈ N
3, 〈A,

(
a

b

0

0

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a′

b′

c′

d

)

〉}

RÉPONSE3. On commence par introduire une notation. A chaque calcul〈s0, x0〉 . . . 〈sk, xk〉,
on peut associer une unique séquencet0 · · · tk−1 de transitions telle que pourj ∈ [0, k− 1],
tj = 〈sj, u, sj+1〉 soit l’unique transition deT telle quexj+1 = xj +u. Si le calcul est réduit
à 〈s0, x0〉 alors la séquence de transitions associée est réduite àla séquence videε.

Soit x0 =

(
a

b

0

0

)

aveca, b ≥ 0. Chaque calcul de la forme〈A, x0〉 . . . 〈A, xk〉 admet

une séquence de transitions associée de la forme ci-dessous

(t1)
α1t2(t4)

β1t3(t1)
α2t2(t4)

β2 · · · (t1)
αN t2(t4)

βN t3(t1)
αN+1 ,

avecα1, β1, . . . , αN , βN , αN+1 ≥ 0 etN ≥ 0. Comme d’habitude(t)i représente la séquence
de longueuri aveci occurrences det, c’est-à-dire(t)0 def

= ε et(t)i+1 def
= t·(t)i. Voici quelques

observations utiles :

1. La seule transition modifiant la première composante estt2 et il s’agit d’une décré-
mentation. Par conséquent,N ≤ a.

2. La seule transition modifiant la quatrième composante est t4 et il s’agit d’une incré-
mentation. Comme la valeur initiale de la quatrième composante est 0 dans le calcul,
nous avonsxk(4) = β1 + · · ·+ βN .

3. Dans le calcul, la somme de la seconde composante et de la troisième composante est
constante. En effet, soit une transition ne modifie aucune deces deux composantes,
soit une transition incrémente une composante mais décr´emente l’autre. Cette somme
est exactement égale àb (la valeur initiale de la seconde composante plus la valeur
initiale de la troisième composante). Par conséquent, pour i ∈ [1, N ], nous avons
max(αi, βi) ≤ b.

Ainsi, on obtientxk(4) ≤ a × b. On peut remarquer que montrer seulement qu’il existe un
calcul terminant en〈A, xk〉 avecxk(4) = a × b n’est pas suffisant.

Pour obtenir l’inclusion dans l’autre sens, prenons maintenantM ∈ [0, a×b]. SiM = 0,
on prend le calcul réduit à la configuration admissible initiale. Sinon, il existeq ∈ [0, a−1]
et r ∈ [0, b − 1] tels queM − 1 = q × b + r. Par conséquent, il existeq ∈ [0, a − 1] et
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r′ ∈ [0, b] tels queM = q × b + r′. Soit le calcul〈A, x0〉 . . . 〈A, xk〉 dont la séquence de
transitions associée est exactement :

q fois (t1)bt2(t4)bt3
︷ ︸︸ ︷

(t1)
bt2(t4)

bt3(t1)
bt2(t4)

b · · ·(t1)
bt2(t4)

r′t3.

On peut vérifier que précisémentxk(4) = q × b + r′ = M .

QUESTION 4. Déterminer la fonctionf telle que

{
(

a

b

e

)

∈ N
3 : e ≤ f(a, b)} = {

(
a

b

e

)

∈ N
3 : ∃

(
a′

b′

c′

d′

)

∈ N
4, 〈C,

(
a

0

b

0

0

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a′

b′

c′

d′

e

)

〉}

pour le SAVE représenté ci-dessous

C

A

B

[t5]

0

B

B

B

@

−1

1

1

0

0

1

C

C

C

A

0

B

B

B

@

0

0

0

0

0

1

C

C

C

A

[t6]

0

B

B

B

@

0

−1

0

0

0

1

C

C

C

A

[t2][t3]

0

B

B

B

@

0

0

0

0

0

1

C

C

C

A

0

B

B

B

@

0

0

1

−1

1

1

C

C

C

A

[t4]

[t1]

0

B

B

B

@

0

0

−1

1

0

1

C

C

C

A

RÉPONSE4. Nous allons vérifier quef(a, b) = a2 + ab. Soitx0 =

(
a

0

b

0

0

)

aveca, b ≥ 0.

Pour cela, il ne suffit pas de montrer que

a2 + ab ∈ {d ∈ N : ∃
(

a′

b′

c′

)

∈ N
3, 〈C,

(
a

0

b

0

0

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
0

a′

b′

c′

d

)

〉}

Chaque calcul de la forme〈C, x0〉 . . . 〈A, xk〉 admet une séquence de transitions as-
sociée de la forme ci-dessous

(t5)
γt6(t1)

α1t2(t4)
β1t3(t1)

α2t2(t4)
β2 · · · (t1)

αN t2(t4)
βN t3(t1)

αN+1 .
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avecγ, α1, β1, . . . , αN , βN , αN+1 ≥ 0 et N ≥ 0. Avant de franchir la première transition

t1, s’il y en a une, la configuration admissible courante est de la forme

(
a0
a1

b + a1
0

0

)

avec

a = a0 + a1. En particulier,

〈C,

(
a

0

b

0

0

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
0

a

a + b

0

0

)

〉

On remarque alors que le sous-système réduit aux états decontrôle A et B correspond au
SAVE Smult une fois la première composante oubliée. Par la Question 3, on a donc,

{
(

a

b

d

)

∈ N
3 : d ≤ a(a+b)} = {

(
a

b

d

)

∈ N
3 : ∃

(
a′

b′

c′

)

∈ N
3, 〈A,

(
0

a

a + b

0

0

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
0

a′

b′

c′

d

)

〉}

et donc

{
(

a

b

e

)

∈ N
3 : e ≤ a2+ab} ⊆ {

(
a

b

e

)

∈ N
3 : ∃

(
a′

b′

c′

d′

)

∈ N
4, 〈C,

(
a

0

b

0

0

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a′

b′

c′

d′

e

)

〉}

Comme par ailleurs,

{
(

a1
b + a1

d

)

∈ N
3 : d ≤ a1(a1 + b)} =

{
(

a1
b + a1

d

)

∈ N
3 : ∃

(
a′

b′

c′

)

∈ N
3, 〈A,

(
a0
a1

b + a1
0

0

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a0

a′

b′

c′

d

)

〉},

nous obtenons aussi l’inclusion dans l’autre sens.

QUESTION 5. Pour le SAVESmult, existe-t-il

(
a

b

c

d

)

∈ N
4 tel que l’ensemble

{

(
a′

b′

c′

d′

)

∈ N
4 : 〈A,

(
a

b

c

d

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a′

b′

c′

d′

)

〉}

soit infini ? On justifiera sa réponse.

RÉPONSE5. La réponse est une variante de la réponse à la Question 3. Soitx0 =

(
a

b

c

d

)

∈

N
4. Chaque calcul de la forme〈A, x0〉 . . . 〈A, xk〉 admet une séquence de transitions as-

sociée de la forme ci-dessous

(t1)
α1t2(t4)

β1t3(t1)
α2t2(t4)

β2 · · · (t1)
αN t2(t4)

βN t3(t1)
αN+1 .

avecα1, β1, . . . , αN , βN , αN+1 ≥ 0 etN ≥ 0. Voici quelques autres observations utiles :

1. La seule transition modifiant la première composante estt2 et il s’agit d’une décré-
mentation. Par conséquent,N ≤ a et la valeur de la première composante dans le
calcul est toujours dans l’intervalle[0, a].
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2. La seule transition modifiant la quatrième composante est t4 et il s’agit d’une incré-
mentation. Comme la valeur initiale de la quatrième composante estd dans le calcul,
la valeur de la quatrième composante dans le calcul est toujours dans l’intervalle
[d, d + (β1 + · · ·+ βN)].

3. Dans le calcul, la somme de la seconde composante et de la troisième composante
est constante. En effet, soit une transition ne modifie aucune de ces composantes, soit
une transition incrémente une composante mais décrémente l’autre. Cette somme est
exactement égale àb + c. Par conséquent, la valeur de la seconde ou de la troisième
composante dans le calcul est toujours dans l’intervalle[0, b + c].

4. Par ailleurs, pouri ∈ [1, N ], nous avonsmax(αi, βi) ≤ b + c. Par conséquent, la
valeur de la quatrième composante dans le calcul est toujours dans l’intervalle[d, d+
a × (b + c)].

Comme dans le calcul, toutes les composantes ont des valeursbornées, il n’existe pas de
(

a

b

c

d

)

∈ N
4 tel que{

(
a′

b′

c′

d′

)

∈ N
4 : 〈A,

(
a

b

c

d

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a′

b′

c′

d′

)

〉} soit infini.

QUESTION 6. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne en entréeun tuple

(
a

b

c

d

)

∈

N
4 et qui retourne l’ensemble des tuples

(
a′

b′

c′

d′

)

∈ N
4 tels que〈A,

(
a

b

c

d

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a′

b′

c′

d′

)

〉.

On évaluera le temps de calcul en fonction dea + b + c + d.

RÉPONSE6. La question ne le précise mais il s’agit de répondre pourle SAVESmult. Une
réponse dans le cas générale est aussi acceptée.

Une conséquence de la réponse à la question précédenteest que l’ensemble des confi-

gurations admissibles présentes dans un calcul dont la configuration initiale est

(
a

b

c

d

)

est fini et de cardinal au plusK = 2 × (a + 1) × (b + c + 1)2 × (a × (b + c) + 1)
(on multiplie par2 car il y a deux états de contrôle). On peut même se restreindre à
K = 2× (a+1)×2(b+ c+1)× (a× (b+ c)+ 1) car la somme de la seconde composante
et de la troisième composante est toujours égale àb + c. Notons queK ne dépend pas de
la valeurd. L’algorithme décrit ci-dessous termine puisque on passeau plusK fois dans la
boucle principale. Ci-dessous,Attente est la liste de configurations admissibles en attente
de traitement,Traitees est l’ensemble des configurations admissibles déjà traitées etE est
l’ensemble qui sera retourné. Voici l’algorithme.

Attente := (〈A,

(
a

b

c

d

)

〉) ; E := ∅ ; Traitees := ∅ ;

while Attente 6= nil do
begin

Soit config = 〈s,

(
a′

b′

c′

d′

)

〉 le premier élément de la listeAttente, que l’on retire

de cette liste ;
for s′

u
−→ s′′ ∈ {t1, t2, t3, t4} do

begin
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if
(

a′

b′

c′

d′

)

+ u ∈ N
4 and s′ = s and 〈s′′,

(
a′

b′

c′

d′

)

+ u〉 6∈ Traitees then

begin

Attente := cons(〈s′′,

(
a′

b′

c′

d′

)

+ u〉, Attente) ;

end
end

Traitees := Traitees ∪ {config} ;

if s = A then E := E ∪ {

(
a′

b′

c′

d′

)

} ;

end
return E ;

La boucle principale est empruntée au plusK fois et avec une structure de données rai-
sonnable pour les ensembles, chaque passage dans la boucle nécessite un temps de calcul
enO(K). Ainsi, l’algoritme ci-dessus calcule l’ensembleE en tempsO(K2), ce qui est
polynomial ena + b + c + d. Voici deux remarques relatives à cette question :

– Si 〈A,

(
a

b

c

d

)

〉
∗

⊢adm 〈A,

(
a′

b′

c′

d′

)

〉 alors

(
a′

b′

c′

d′

)

∈ [0, a]× [0, b+ c]2× [d, d+a(b+ c)].

Un autre algorithme possible consiste à énumérer les éléments de[0, a]× [0, b+ c]2×
[d, d + a(b + c)] atteignables, mais ils ne le sont pas tous, ce qui rend la conception
d’un tel algorithme plus difficile. Par exemple, on peut remarquer que non seulement
b′ + c′ = b + c mais aussid′ ≤ d + (a − a′)(b + c).

– Même si l’ensemble des tuples recherchés

(
a′

b′

c′

d′

)

est de cardinal polynomial ena +

b + c, le nombre de calculs partant de

(
a

b

c

d

)

est par contre exponentiel ena + b + c,

d’où l’intérêt de stocker les configurations admissibles déjà atteintes.

QUESTION 7. Montrer que si l’on possède un algorithme pour résoudreles problèmes (P1)
et (P2) restreints aux SAVE sans auto-transition, alors il existe un algorithme pour résoudre
les problèmes (P1) et (P2) (sans aucune restriction).

RÉPONSE7. SoitS = 〈S, T, n〉 un SAVE. Nous allons effectivement construire un SAVE
S ′ = 〈S ′, T ′, n〉 sans auto-transition avecS ⊆ S ′ et T ⊆ T ′ tel que pour toutes les confi-

gurations admissibles〈s, x〉 et 〈s′, x′〉 deS, nous avons〈s, x〉
∗

⊢adm 〈s′, x′〉 dansS si et

seulement si〈s, x〉
∗

⊢adm 〈s′, x′〉 dansS ′.
En particulier, pour toute configuration admissible〈s, x〉 de S et pour tout état de

contrôlesAcc ∈ S, il existe x′ ∈ N
n tel que〈s, x〉

∗

⊢adm 〈sAcc, x
′〉 dansS si et seule-

ment si il existex′ ∈ N
n tel que〈s, x〉

∗

⊢adm 〈sAcc, x
′〉 dansS ′. Ainsi, la résolution de (P1)

sur les SAVE sans auto-transition permet de résoudre (P1) dans le cas général.
Si S ne contient pas d’auto-transitions, alorsS ′ = S. Dans le cas contraire (le seul cas

intéressant ici), soits1, . . . , sN l’ensemble des états de contrôles deS admettant dansT une
auto-transition de la formetr = s

u
−→ s (il peut y en avoir plusieurs pour un même état de

contrôles). Soits′1, . . . , s
′
N de nouveaux états de contrôle et posonsS ′ def

= S⊎{s′1, . . . , s
′
N}.
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L’ensemble des transitionsT ′ est obtenu à partir deT en remplaçant chaque transition de

la formetr = s
u
−→ s par tr′ = s

0

@

0

.

.

.
0

1

A

−−−→ s′ (cette transition pouvant provenir de plusieurs
auto-transitions deS) et tr′′ = s′

u
−→ s. Par induction sur la longueur des calculs, on peut

montrer les deux propriétés suivantes :
– Pour toutes les configurations admissibles〈s, x〉 et 〈s′, x′〉 deS (et doncs, s′ ∈ S),

nous avons〈s, x〉
∗

⊢adm 〈s′, x′〉 dansS si et seulement si〈s, x〉
∗

⊢adm 〈s′, x′〉 dansS ′.
Dans les séquences de transition associées, il suffit de remplacer une auto-transition
tr partr′tr′′, et réciproquement.

– Pour tous les états de contrôlesi ayant une auto-transition dansS, pour toutes les

configurations admissibles〈s, x〉 et 〈si, x
′〉 de S ′, nous avons〈s, x〉

∗

⊢adm 〈si, x
′〉

dansS ′ si et seulement si〈s, x〉
∗

⊢adm 〈s′i, x
′〉 dansS ′.

Le second point implique pour toute configuration admissible 〈s, x〉 deS, l’ensemble des

configurations〈s′, x′〉 telles que〈s, x〉
∗

⊢adm 〈s′, x′〉 dansS est infini si et seulement si

l’ensemble des configurations〈s′, x′〉 telles que〈s, x〉
∗

⊢adm 〈s′, x′〉 dansS ′ est infini. En
effet, l’infinité de l’ensemble des configurations admissibles atteignables dansS ′ ne peut
pas être dûe seulement aux configurations admissibles ayant un état de contrôle dansS ′ \S.
Ainsi, la résolution de (P2) sur les SAVE sans auto-transition permet de résoudre (P2) dans
le cas général.

Une autre solution consiste à définirS ′ comme la copie de deux versions deS où chaque
transition passe d’une copie à l’autre. Cela permet aussi d’éliminer les auto-transitions à
moindre coût.

QUESTION 8. Montrer que si l’on possède un algorithme pour résoudreles problèmes (P1′)
et (P2′) sur les SAV, alors il existe un algorithme pour résoudre les problèmes (P1) et (P2)
sur les SAVE.

RÉPONSE8. SoitS = 〈S, T, n〉 un SAVE sans auto-transition. On peut se restreindre à
ce cas, d’après la Question 7. Nous allons construire un SAVT ′ pour lequel les états de
contrôle deS sont codés par l’ajout decard(S) composantes qui prendront la valeur 0 ou
1. La présence de 1 en(n + i)ième position d’une configuration code que l’état de contrôle
courant est leiième état de contrôle deS. Voici les détails.

Soit ρ une bijection (arbitraire) deS vers{1, . . . , card(S)} et X le sous-ensemble de
Z

n+card(S) tel que

X = {x ∈ Z
n+card(S) : x[n+1,n+card(S)] = ei ∈ N

card(S) pour un i ∈ [1, card(S)]}

en notantei(j) = 0 si i 6= j et ei(i) = 1.
Nous posons aussiX+ = X ∩ N

n+card(S). SoitT ′ le SAV tel que pourtr = s
u
−→ s′ ∈ T

(s 6= s′ par hypothèse), la transitiontr′ ∈ T ′ est définie ainsi :
– (tr′)[1,n] = u,
– pourt ∈ S \ {s, s′}, tr

′(ρ(t)) = 0,
– tr

′(ρ(s)) = −1 et tr′(ρ(s′)) = 1.
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Soith la bijection entre les configurations deS et celles deX telle que

h(〈s, x〉)[n+1,n+card(S)] = eρ(s) eth(〈s, x〉)[1,n] = x.

Pour chaque calcul〈s0, x0〉 . . . 〈sk, xk〉 dansS, on peut lui associer la promenade positive

h(〈s0, x0〉) . . . h(〈sk, xk〉)

dansT ′ dont chaque configuration est dansX+. De même, à chaque promenade positive
y0 · · · yk dansT ′ composée de configurations deX+, la séquenceh−1(y0) · · ·h

−1(yk) est
un calcul dansS. Ainsi, étant donnés une configuration admissible〈s, x〉 deS et un état de
contrôlesAcc, les propositions suivantes sont équivalentes :

– il existex′ ∈ N
n telle que〈s, x〉

∗

⊢adm 〈sAcc, x
′〉,

– l’instance〈T ′, h(〈s, x〉), h(〈sAcc, 〈0, . . . , 0〉〉)〉 du problème de couverture a une so-
lution.

La résolution de (P1′) sur les SAV permet de résoudre (P1) sur les SAVE sans auto-transition
et donc sur tous les SAVE d’après la Question 7. De même, étant donnée une configuration
admissible〈s, x〉 deS, les propositions suivantes sont équivalentes :

– l’ensemble des configurations〈s′, x′〉 telles que〈s, x〉
∗

⊢adm 〈s′, x′〉 est infini,
– le nombre de configurations positivement accessibles deh(〈s, x〉) dansS ′ est infini.

On remarque ici que pour toute configuration positivement accessible deh(〈s, x〉), le vec-
teur composé desn dernières composantes ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs
(dans un ensemble de cardinalcard(S)). Ainsi, la résolution de (P2′) sur les SAV permet
de résoudre (P2) sur les SAVE sans auto-transition et donc sur tous les SAVE d’après la
question précédente.

QUESTION 9. Définir une instance〈T, x, y〉 du problème de couverture ayant au moins une
solution et dont chaque solution soit positivement accessible dex avec une promenade de
longueur au moins égale àn × max(y).

RÉPONSE9. Soit〈T, x, y〉 l’instance telle queT = {e1, . . . , en} ⊆ N
n, x = 〈0, . . . , 0〉 ∈

N
n et y = 〈m, . . . , m〉 ∈ N

n pour un entierm > 0. Commey = x + me1 + . . . + men,
si c = tr1 · · · trk est un chemin et〈c, x〉 est une promenade dont la configuration finale est
supérieure ày alors nécessairementk ≥ m × n = max(y) × n.

QUESTION 10. SoientI ⊆ [1, n] etx0 . . . xk une promenadeI-admissible etI-couvrante.

1. Pour chaque∆ ∈ Z
n tel que∆I ∈ N

I , montrer que la séquence(x0+∆) . . . (xk +∆)
est une promenadeI-admissible etI-couvrante.

2. Supposons qu’il existe0 ≤ α < β ≤ k tels que(xα)I = (xβ)I avec∆ = xα − xβ.
Montrer que la séquencex0 . . . xα−1(xβ + ∆) . . . (xk + ∆) est une promenadeI-
admissible etI-couvrante.

RÉPONSE10. Soitc = tr1 . . . trk un chemin tel que la promenade〈c, x〉 soit la suite de
configurationsx0 · · ·xk.
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1. Pourj ∈ [1, k], xj − xj−1 = (xj + ∆) − (xj−1 + ∆) = trj ∈ T et donc(x0 +
∆) . . . (xk + ∆) est une promenade. Par ailleurs, comme∆I ∈ N

I alors pouri ∈ I

et j ∈ [0, k], (xj + ∆)(i) ≥ 0. La promenade(x0 + ∆) . . . (xk + ∆) est doncI-
admissible. De plus, comme∆I ∈ N

I alors pouri ∈ I, (xk + ∆)(i) ≥ xk(i) ≥ y(i).
La promenade(x0 + ∆) . . . (xk + ∆) est doncI-couvrante.

2. Comme∆I = 〈0, . . . , 0〉 ∈ N
I , d’après le point 1. ci-dessus,(xβ +∆) . . . (xk+∆) est

une promenadeI-admissible etI-couvrante carxβ . . . xk est aussiI-admissible etI-
couvrante. De plus, par hypothèse,x0 . . . xα−1 est une promenadeI-admissible (mais
pas nécessairementI-couvrante). Par ailleurs, commexβ+∆ = xα etxα−xα−1 ∈ T ,
la séquencex0 . . . xα est aussi une promenadeI-admissible. En conclusion,

x0 . . . xα−1(xβ + ∆) . . . (xk + ∆)

est une promenadeI-admissible etI-couvrante.

QUESTION 11. Soitx0 . . . xk une promenadeI-r-admissible induite par le cheminc avec
I ⊆ [1, n] etr > 0. Montrer qu’il existe un cheminc′ ⊑ c de longueur strictement inférieure
àrcard(I) tel que〈c′, x0〉 = y0 · · · yl soitI-r-admissible et(yl)I = (xk)I . Si de plus,x0 . . . xk

estI-couvrante, alorsy0 · · · yl est aussiI-couvrante.

RÉPONSE11. La preuve est par induction sur la longueurk de c. Si la longueur dec est
strictement inférieure àrcard(I), alors prenonsc′ = c. Dans le cas contraire, supposons à
présent que la propriété soit vraie pourk ≤ N et considérons une promenadex0 . . . xN+1

induite par le chemintr1 . . . trN+1 qui estI-r-admissible [resp. etI-couvrante]. Comme
N + 1 ≥ rcard(I), il existe0 ≤ α < β ≤ N + 1 tels que(xα)I = (xβ)I . Posons∆ =
xα − xβ ; nous avons∆I = 〈0, . . . , 0〉 ∈ N

I . D’après la Question 10(2.),x0 · · ·xα(xβ+1 +
∆) · · · (xN+1 + ∆) estI-admissible [resp. etI-couvrante]. Par ailleurs, pouri ∈ I et j ∈
[β + 1, N + 1], (xj + ∆)(i) = xj < r. Donc,(xN+1 + ∆)I = (xk)I et x0 · · ·xα(xβ+1 +
∆) · · · (xN+1 + ∆) est aussiI-r-admissible et possède au plusN + 1 configurations. Par
hypothèse d’induction, il existe une séquencej1 · · · jl avecl < rcard(I) et 1 ≤ j1 < . . . <

jl ≤ (N + 1) − (β − α) telle que〈trj1 . . . trjl
, x0〉 = y0 · · · yl estI-r-admissible [resp.

et I-couvrante] et(yl)I = (xN+1 + ∆)I = (xk)I . Nous avons par ailleurstrj1 . . . trjl
⊑

tr1 . . . trN+1.

QUESTION 12. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne en entrée une instance
〈T, x, y〉 et un entierk ∈ N et détermine s’il existe une configurationy′ positivement ac-
cessible dex avec un chemin de longueur au plusk telle quey � y′.

RÉPONSE12. Nous supposons queT contiennep transitionstr0, . . . , trp−1 (ordre arbi-
traire). Nous allons coder toutes les séquences de transitions de longueur égale àk par des
entiers entre0 et pk − 1 (en basep). Pour chaque séquence, on vérifie si on a pu atteindre
positivement une configuration couvranty.

if y � x then return true else
begin
trouve := false ;
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For s = 0 to pk − 1 do
begin
y′ = x ; i := 1 ; adm := true ;
while ( not trouve and i ≤ k and adm) do

begin
u := ith digit of s in {0, . . . , p − 1} (s écrit en basep) ;
if y′ + tru ∈ N

n then

begin

y′ := y′ + tru ;

trouve := (y � y′) ;

end

else adm := false ;
i := i + 1 ;
end

end
return trouve ;
end

Un algorithme récursif est aussi tout à fait envisageable. La condition d’arrêt porte sur
k = 0 ou bien la configuration courante est supérieure ou égale `a y.

QUESTION 13. CalculerF (0).

RÉPONSE13. Pourx ∈ Z
n, la séquencex composée d’une unique configuration est∅-

admissible et∅-couvrante (car sans contrainte sur les composantes de[1, n]). Par conséquent,
M(∅, x) = 1 pour toutes les configurationsx. Ainsi, f(∅) = 1 etF (0) = 1.

QUESTION 14. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne en entrée une instance
〈T, x, y〉 telle quepic(T ) × max(y) = 0 et qui détermine s’il existe une configurationy′

positivement accessible dex telle quey � y′. De plus, lorsquepic(T ) × max(y) = 0,
majorerF (n).

RÉPONSE14. Voici l’algorithme.
Soit I l’ensemble{i ∈ [1, n] : x(i) < y(i)}.
if I = ∅ then return true else

begin
cover := true ;
for i ∈ I do cover := (cover and (∃ tr ∈ T tq tr(i) ≥ 1)) ;
return cover ;
end

Si max(y) = 0 alors on peut prendrey′ = x. Sinon,pic(T ) = 0 et donc chaque composante
dey peut être atteinte (ou dépassée) en moins demax(y) pas. Ainsi,F (n) ≤ n×max(y)+1.

QUESTION 15. SoientI ′ ⊂ I ⊆ [1, n] et 〈c, x0〉 = x0 . . . xl . . . xk une promenadeI-
admissible etI-couvrante avec0 ≤ l < k tels que
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– I ′ satisfait la propriété (⋆),
– x0 . . . xl−1 estI-r-admissible avecr = pic(T )f(I ′) + max(y) et (xl)I 6∈ [0, r − 1]I ,
– pouri ∈ I, nous avonsi ∈ (I \ I ′) si et seulement sixl(i) ≥ r.

Montrer qu’il existe un cheminc′ de longueur au plusrcard(I) + f(I ′) − 2 tel quec′ ⊑ c et
〈c′, x0〉 estI-admissible etI-couvrante.

RÉPONSE15. Considérons une promenadex0 . . . xl . . . xk vérifiant les hypothèses de la
question et induite par le chemintr1 · · · trk. Si l ≥ r

card(I), d’après la Question 11, il existe
une promenadey0 . . . yl′ telle que

– l′ < r
card(I),

– y0 = x0, (yl′)I = (xl)I ,
– y0 . . . yl′ estI-r-admissible,
– il existe1 ≤ j1 < · · · < jl′ ≤ l tels quey0 . . . yl′ est induite partrj1 · · · trjl′

.
Soit y0 · · · yl′ · · · yl′+(k−l) la promenade induite par le chemintrj1 · · · trjl′

trl+1 · · · trk. On
peut remarquer que pourj ∈ [0, (k − l)], (yl′+j)I = (xl+j)I . Par conséquent, la promenade
y0 · · · yl′ · · · yl′+(k−l) est I-r-admissible etI-couvrante et en particulieryl′ · · · yl′+(k−l) est
I ′-r-admissible etI ′-couvrante.

Par définition def(I ′) et commeI ′ satisfait (⋆), il existe une promenadez0 · · · zl′′ I ′-
admissible etI ′-couvrante telle que

– z0 = yl′,
– il existel + 1 ≤ m1 < · · · < ml′′ ≤ k tel quez0 · · · zl′′ soit induite partrm1

· · · trml′′
,

– l′′ < f(I ′).
Comme〈r, . . . , r〉 � (z0)I\I′ car (z0)I = (yl′)I = (xl)I , pour j ∈ [0, l′′], 〈r − pic(T ) ×
j, . . . , r − pic(T ) × j〉 � (zj)I\I′. Par conséquent,z0 · · · zl′′ est aussiI-admissible et
〈max(y), . . . , max(y)〉 � (zl′′)I\I′ , et donc cette promenade est aussiI-couvrante. En
conclusion, la promenade

〈trj1 · · · trjl′
trm1

· · · trml′′
, x0〉

estI-couvrante etI-admissible etl′ + l′′ ≤ rcard(I) + f(I ′) − 2.

QUESTION 16. SoitI ⊆ [1, n] tel que pour chaqueI ′ ⊂ I, l’ensemble de composantesI ′

vérifie la propriété (⋆). Montrer que si〈c, x〉 est une promenadeI-admissible etI-couvrante
alors il existe un cheminc′ ⊑ c tel que〈c′, x〉 estI-admissible etI-couvrante, et de longueur
inférieure à(pic(T )f⊂(I) + max(y))card(I) + f⊂(I) − 1.

RÉPONSE16. Soitx0 · · ·xk une promenadeI-admissible etI-couvrante induite par le che-
min c = tr1 · · · trk.

Si x0 · · ·xk est I-(pic(T )f⊂(I) + max(y))-admissible alors d’après la Question 11,
il existe une promenadey0 · · · yl I-admissible etI-couvrante avecl < (pic(T )f⊂(I) +
max(y))card(I) et x0 = y0 induite partrj1 · · · trjl

avec1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ k. On obtient
bien la bonne borne puisquef⊂(I) ≥ 1.

Si x0 · · ·xk n’est pasI-(pic(T )f⊂(I) + max(y))-admissible alors il existel′ ≤ k et
∅ ⊂ I ′ ⊆ I tel que la première configuration dont une valeur soit supérieure ou égale à
pic(T )f(I ′)+max(y) estxl′ , etI ′ est l’ensemble de composantes dexl′ atteignant au moins
cette valeur. D’après la Question 15, il existe une séquence1 ≤ j1 < . . . < jl ≤ k avec
l ≤ (pic(T )f(I ′)+max(y))card(I) +f(I ′)−2 telle que〈trj1 . . . trjl

, x0〉 soit une promenade
I-admissible etI-couvrante. Ainsi,l ≤ (pic(T )f⊂(I) + max(y))card(I) + f⊂(I) − 2.
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QUESTION 17. Lorsque le produitpic(T )max(y) vaut au moins1, majorerF (n) en fonc-
tion den, pic(T ) etmax(y), par exemple par((pic(T ) + 2)max(y))(n+1)!.

RÉPONSE17. Soit g la fonction telle queg(0) = 1 et g(m + 1) = (pic(T )g(m) +
max(y))(m+1)+g(m) pourm ≥ 0. On commence par énoncer quelques propriétés immédiates
(en supposantpic(T )max(y) ≥ 1) :

– pour∅ ⊂ I ⊆ [1, n] aveccard(I) = m, f(I) ≤ F (m) et f⊂(I) ≤ F (m − 1) (par
définition deF ),

– pourm ∈ [0, n], F (m) ≤ g(m) en utilisant un raisonnement analogue à celui de la
question précédente.

– g(0), . . . , g(n) ≥ 1.
– (pic(T ) + 2)max(y)g(m− 1) ≥ pic(T )g(m− 1) + max(y) + g(m − 1).

On peut donc montrer par récurrence surm, que pourm ∈ [0, n],

g(m) ≤ ((pic(T ) + 2)max(y))(m+1)!

Pourm = 0, la preuve est immédiate. Supposons la propriété vraie pour m. Nous avons
g(m + 1) ≤ (pic(T )g(m) + max(y))m+1 + g(m) et

(pic(T )g(m) + max(y))m+1 + g(m) ≤ (pic(T )g(m) + max(y) + g(m))m+1.

Par conséquent,g(m + 1) ≤ ((pic(T ) + 2)max(y)g(m))m+1. Par hypothèse d’induction,
g(m + 1) ≤ ((pic(T ) + 2)max(y)((pic(T ) + 2)max(y))(m+1)!)m+1 et donc

g(m + 1) ≤ ((pic(T ) + 2)max(y))m+1((pic(T ) + 2)max(y))(m+1)×(m+1)!.

Par conséquent,

g(m + 1) ≤ ((pic(T ) + 2)max(y))(m+1)+(m+1)×(m+1)! ≤ ((pic(T ) + 2)max(y))(m+2)!.

En conclusion,F (n) ≤ g(n) ≤ ((pic(T ) + 2)max(y))(n+1)!.

QUESTION 18. Ecrire en pseudo-code un algorithme qui prenne en entrée une instance
〈T, x, y〉 et qui retourne une configurationy′ positivement accessible dex telle quey � y′

si elle existe, sinonfalse. On justifiera la correction de l’algorithme et on évaluerale temps
de calcul.

RÉPONSE18. On a vu qu’étant donnés un SAVT , une configuration initialex ∈ N
n et

une configurationy ∈ N
n, il existe y′ positivement accessible dex telle quey � y′

si et seulement s’il existe une promenade positive de longueur inférieure àF (n) dont la
configuration initiale estx et la configuration finale est supérieure ày. PosonsF ′(n) =
((pic(T ) + 2)max(y))(n+1)!, qui est un majorant deF (n).

Le nombre de chemins ayantF ′(n) transitions est fini et est égal àcard(T )F ′(n). S’il
existe un cheminc = tr1 . . . trF ′(n) avec〈c, x〉 = x0 · · ·xF ′(n) tel qu’il existe l ≤ F ′(n)
vérifianty � xl etx0 · · ·xl est une promenade positive alors l’existence d’une configuration
y′ est assurée (dans le cas contraire il n’existe pas de telle configuration).

L’algorithme ci-dessous illustre cette procédure. Le codage de l’énumération des séquences
de transitions de longueurF ′(n) n’est pas difficile mais serait un peu fastidieux. L’itération
ci-dessous surTN cache ce point. L’algorithme ci-dessous est une variante decelui de la
Question 12, où la longueur du chemin est au plus((pic(T ) + 2)max(y))(n+1)!.
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if y � x THEN return x else
begin
N := ((pic(T ) + 2)max(y))(n+1)! ; trouve := false ;
For tr1 · · · trN ∈ TN do

begin
y′′ = x ; i := 1 ; adm := true ;
while ( not trouve and i ≤ N and adm) do

begin
y′′ := y′′ + tri ;
if y′′ 6∈ N

n then adm := false else trouve := (y � y′′) ;
if trouve then y′ := y′′ ;
i := i + 1 ;
end

end
if trouve then return y′ else return false ;
end

La valeur positive maximale d’une position sur un tel cheminestmax(x)+ || T ||max

F ′(n) et donc chaque somme nécessite un temps de calcul enO(n(log(|| T ||max) +
log(max(x)+ || T ||max F ′(n)))). La vérification pour chaque chemin de la propriété
peut se faire en temps de calcul enO(F ′(n)× (n(log(|| T ||max)+ log(max(x)+ || T ||max

F ′(n))))). Le temps total de calcul est de l’ordre deO(card(T )F ′(n) × (F ′(n) × (n(log(||
T ||max) + log(max(x)+ || T ||max F ′(n)))))).

QUESTION 19. Construire un grapheG = 〈S, A〉 dont on puisse montrer l’existence des
images ci-dessous. On donnera des justifications.

1. Il existe des images de cheminI, I ′ : A → N telles queI + I ′ ne soit pas l’image
d’un chemin deG. (I + I ′)(a) est défini parI(a) + I ′(a) pour chaque arca.

2. Il existe des fonctionsI, I ′ : A → N qui ne soient images d’aucun chemin deG et
dontI + I ′ est l’image d’un chemin.

3. Il existe une fonctionI : A → N qui soit image de deux chemins distincts deG.

RÉPONSE19. Considérons le graphe ci-dessous (contenant assez de noeuds pour traiter
toutes les sous-questions).

a1a2

a3 a4

a5 a6 a7 a8
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1. I(a1) = I(a2) = 1 et pouri 6∈ {1, 2}, I(ai) = 0. I ′(a5) = 1 et pouri 6= 5,
I ′(ai) = 0.

2. I(a5) = I(a7) = 1 et pouri 6∈ {5, 7}, I(ai) = 0. I ′(a6) = I ′(a8) = 1 et pour
i 6∈ {6, 8}, I ′(ai) = 0.

3. I(a1) = I(a2) = I(a3) = I(a4) = 1 et pouri 6∈ {1, 2, 3, 4}, I(ai) = 0. Voici deux
chemins possibles :a1a2a3a4, a3a4a1a2.

QUESTION 20. Soientc1 etc2 deux chemins ayant un sommet en commun et dontor(c2) =
ex(c2). Montrer qu’il existe un cheminc tel queIc = Ic1 + Ic2, or(c) = or(c1) et ex(c) =
ex(c1).

RÉPONSE20. Soits un sommet commun aux deux chemins. Commeor(c2) = ex(c2), il
existe un cheminc′2 tel queIc′

2
= Ic2 et or(c′2) = ex(c′2) = s (il suffit éventuellement de

modifier l’origine du chemin cyclique).
– Si or(c1) = s alorsc = c′2c1 est un chemin tel queIc = Ic1 + Ic2.
– Si ex(c1) = s alorsc = c1c

′
2 est un chemin tel queIc = Ic1 + Ic2.

– Si c1 = c′1c
′′
1 avecex(c′1) = s et or(c′′1) = s alorsc = c′1c

′
2c

′′
1 est un chemin tel que

Ic = Ic1 + Ic2.
On peut vérifier facilement queor(c) = or(c1) etex(c) = ex(c1).

QUESTION 21. SoientG = 〈S, A〉 un graphe orienté fini etc = a1 . . . ak un chemin des à
s′ avec pour imageIc : A → N. Montrer les propriétés ci-dessous.

(I) G|Ic
est connexe.

(II) Si s = s′ alors pourt ∈ S,
∑

a∈A tq ex(a)=t Ic(a) −
∑

a∈A tq or(a)=t Ic(a) = 0.
(III) Si s 6= s′ alors

– pourt ∈ S \ {s, s′},
∑

a∈A tq ex(a)=t

Ic(a) −
∑

a∈A tq or(a)=t

Ic(a) = 0.

–
∑

a∈A tq ex(a)=s

Ic(a) −
∑

a∈A tq or(a)=s

Ic(a) = −1.

–
∑

a∈A tq ex(a)=s′
Ic(a) −

∑

a∈A tq or(a)=s′
Ic(a) = 1.

RÉPONSE21. Posonsc = a1 · · ·ak = 〈s0, s1〉 · · · 〈sk−1, sk〉.
(I) Le grapheG|Ic

= 〈S ′, A′〉 satisfaitS ′ = {s0, . . . , sk} et {a1, . . . , ak} = A′. Prenons
t, t′ ∈ S ′. Il existei, j tels quet = si et t′ = sj. Si i = j, le chemin vide va det verst. Si
i < j [resp.j < i] alorsai+1 · · ·aj est un chemin det verst′ [resp.t′ verst] dansG|Ic

. Par
conséquent,G|Ic

est connexe.
(II) Supposonss = s′. Pour chaquej ∈ [1, k−1], il y a dans le cheminc, un arc entrant

danssj (l’arc aj) et un arc sortant desj (l’arc aj+1). Pour chaquet n’apparaissant pas sur
le cheminc, aucun arc n’entre ent et aucun arc ne sort det. Par ailleurs,a1 sort des0 etak

entre ensk = s0, ce qui permet de conclure que (II) est vérifié.
(III) La preuve est analogue à celle pour la condition (III).
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QUESTION 22. SoientG = 〈S, A〉 un graphe orienté fini etI : A → N une fonction.
Montrer queI est l’image d’un chemin dansG si et seulement s’il existes, s′ ∈ S tels que
les conditions (I), (II) et (III) de la question 21 soient vérifiées.

RÉPONSE22. Il reste à montrer que siI : A → N vérifie (I), (II) et (III) pour un couple
s, s′ ∈ S alorsI est l’image d’un chemin des verss′. Dans la suite on supposera ques 6= s′

et donc queI vérifie non trivialement (I) et (III) (le cass = s′ se traite de façon analogue).
Nous avons donc :

– G|I est connexe.
– pourt ∈ S \ {s, s′},

∑

a∈A tq ex(a)=t

Ic(a) −
∑

a∈A tq or(a)=t

Ic(a) = 0.

–
∑

a∈A tq ex(a)=s

Ic(a) −
∑

a∈A tq or(a)=s

Ic(a) = −1.

–
∑

a∈A tq ex(a)=s′
Ic(a) −

∑

a∈A tq or(a)=s′
Ic(a) = 1.

Un cheminc est ditfermé lorsqueex(c) = or(c).
Soit c1, c2, . . . , cp, cp+1, . . . cN une séquence de chemins telle que
– Ic1 + · · ·+ IcN

= I,
– c1, c2, . . . , cp sont des chemins non fermés,
– cp+1, . . . , cN sont des chemins fermés.

Une telle séquence existe toujours, en prenant par exemplep =
∑

a∈A I(a), N = p et
chaque cheminci est réduit à un seul arc. Nous allons montrer que la valeur minimale de
N pour une telle séquence est exactement 1.

Commecp+1, . . . cN est une séquence de chemins fermés, pourj ∈ [p + 1, N ] et pour
t ∈ S,

∑

a∈A tq ex(a)=t

Icj
(a) −

∑

a∈A tq or(a)=t

Icj
(a) = 0. Par conséquent, nous avons donc

– pourt ∈ S \ {s, s′},
∑

a∈A tq ex(a)=t

∑

j∈[1,p]

Icj
(a) −

∑

a∈A tq or(a)=t

∑

j∈[1,p]

Icj
(a) = 0.

–
∑

a∈A tq ex(a)=s

∑

j∈[1,p] Icj
(a) −

∑

a∈A tq or(a)=s

∑

j∈[1,p] Icj
(a) = −1.

–
∑

a∈A tq ex(a)=s′

∑

j∈[1,p] Icj
(a) −

∑

a∈A tq or(a)=s′

∑

j∈[1,p] Icj
(a) = 1.

Par conséquent, pourt ∈ S \ {s, s′}, si t = ex(cj) pour unj ∈ [1, p] alors il existe
j′ ∈ [1, p] tel queor(cj′) = t (j 6= j′ car les chemins dansc1, c2, . . . , cp ne sont pas fermés).
Ainsi, si p > 1, alors il existet ∈ S \ {s, s′}, tel quet = ex(cj) pour unj ∈ [1, p]. Il
existe doncj′ ∈ [1, p] tel queor(cj′) = t. On remarque alors que la séquence obtenue en
remplaçantcj, cj′ parcjcj′ vérifie les contraintes d’une telle séquence mais est de longueur
N − 1, ce qui contredit la minimalité deN .

Ainsi p = 1. Soit donc une séquencec1, c2, . . . , cN telle quec1 est un chemin non
fermé des verss′, et c2, . . . , cN est une séquence de chemins fermés. Si aucun sommet
apparaissant dans les arcs dec2, . . . , cN n’apparait aussi dansc1, cela contredit la connexité
deG|I. Ainsi, il existej ∈ [2, N ] tel quec1 etcj partage un sommet. D’après la Question 20,
il existe un cheminc des verss′ tel queIc = Ic1 + Ic2. On remarque alors que la séquence
obtenue en remplaçantc1, cj par c vérifie les contraintes d’une telle séquence mais est de
longueurN − 1, ce qui contredit la minimalité deN . Ainsi p = N = 1.
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En conclusion,I est l’image d’un chemin des verss′.

QUESTION 23. SoientB0,B1,B2 ∈ Z
N×α et b0, b1, b2 ∈ Z

N . Définir un algorithme pour
déterminer s’il existey ∈ N

α tel queB0 y ≥ b0, B1 y > b1 et B2 y = b2 en utilisant la
fonction SOL+.

RÉPONSE23. Nous avonsB1 y > b1 si et seulement s’il existei ∈ [1, N ] tel queB1 y ≥
(b1 + ei). De même,B2 y = b2 si et seulement siB2 y ≥ b2 et (−B2) y ≥ (−b2) avec
(−B2) = (−b2

i,j) lorsqueB2 = (b2
i,j) et (−b2)(i) = −b2(i). Ainsi, il existey ∈ N

α tel que
B0 y ≥ b0, B1 y > b1 etB2 y = b2 si et seulement si il existei ∈ [1, N ] tel que

– B0 y ≥ b0,
– B1 y ≥ (b1 + ei)
– B2 y ≥ b2 et (−B2) y ≥ (−b2).

Chaque système a au plus4N équations, le nombre de variables est toujoursα et la constante
maximale estβ +1 si β est la constante maximale pourB0,B1,B2, b0, b1, b2. L’existence de
y consiste à vérifier si l’un desN systèmes admet une solution en utilisant à chaque fois
SOL+.

QUESTION 24. SoitG = 〈S, A〉 et G′ = 〈S ′, A′〉 deux graphes orientés finis tels que
S ′ ⊆ S, ∅ ⊂ A′ ⊆ A et G′ est connexe (G′ est un sous-graphe deG). SoientB = (bi,j) ∈
Z

α×card(A′) une matrice avecα > 0 et b ∈ Z
α. A l’aide de la procédure SOL+, définir un

algorithme qui détermine s’il existe un cheminc dansG tel que
– GIc

= G′,
– Bx ≥ b avecx ∈ N

card(A′) et pouri ∈ {1, . . . , card(A′)}, x(i) = Ic(ρ(i)), étant
donnée une bijection arbitraireρ : {1, . . . , card(A′)} → A′ (contrainte sur l’image
dec).

RÉPONSE24. Pour chaque arca ∈ A′, nous introduisons la variablexρ(a). Les équations
ou inéquations suivantes doivent être vérifiées :

– B

(
x1

.

.

.
xcard(A′)

)

≥ b.

– Poura ∈ A′, xρ(a) ≥ 1 et poura ∈ A \ A′, xρ(a) = 0.
– Une des deux conditions ci-dessous est vérifiée :

– pourt ∈ S ′,
∑

a∈A′ tq ex(a)=t

xρ(a) −
∑

a∈A′ tq or(a)=t

xρ(a) = 0.

– Il existes 6= s′ ∈ S ′ tels que
– pourt ∈ S ′ \ {s, s′},

∑

a∈A′ tq ex(a)=t

xρ(a) −
∑

a∈A′ tq or(a)=t

xρ(a) = 0.

–
∑

a∈A′ tq ex(a)=s

xρ(a) −
∑

a∈A′ tq or(a)=s

xρ(a) = −1.

–
∑

a∈A′ tq ex(a)=s′
xρ(a) −

∑

a∈A′ tq or(a)=s′
xρ(a) = 1.
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Comme la connexité est garantie par la condition “poura ∈ A′, xρ(a) ≥ 1 et poura ∈ A\A′,
xρ(a) = 0” (en effetG′ est connexe), l’existence d’un chemin revient à évoquer SOL+ pour
au pluscard(S ′)2 systèmes (correspondant aux différentes origines et extrémités possibles
du chemin) et en se ramenant à seulement des inéquations comme cela est fait dans la
réponse de la Question 23.

QUESTION 25. Soitx0 . . . xk une promenade auto-couvrante. Montrer que pour∆ ∈ Z
n,

(x0 + ∆) . . . (xk + ∆) est aussi auto-couvrante.

RÉPONSE25. Il existel ∈ [0, k − 1] tel quexl ≺ xk. Pour j ∈ [1, k], xj − xj−1 =
(xj + ∆) − (xj−1 + ∆) ∈ T et donc(x0 + ∆) . . . (xk + ∆) est aussi une promenade. En
particulier,(xk − xl) = (xk + ∆) − (xl + ∆) et 〈0, . . . , 0〉 ≺ (xk − xl), par conséquent
(x0 + ∆) . . . (xk + ∆) est aussi auto-couvrante.

QUESTION 26. Soientr > 0, I ⊆ [1, n] etS = 〈S, T ′, n〉 un SAVE tels que
– S ⊆ [0, r − 1]card(I) etT ′ ⊆ S × T × S,
– Pours, s′ ∈ S et tr ∈ T , nous avonss

tr

−→ s′ ∈ T ′ def
⇔ s + trI = s′.

– 〈S, {〈s, s′〉 ∈ S × S : ∃ tr ∈ T, s
tr

−→ s′}〉 est connexe.
Montrer que s’il existe un pseudo-calcul〈s0, x0〉 . . . 〈sk, xk〉 dansS tel que{s0, . . . , sk} =
S, (x0)I = s0 et x0 ≺ xk, alors il existe un pseudo-calcul〈s′0, x

′
0〉 . . . 〈s′k′, x′

k′〉 dansS tel
que

3. s′0 = s0, x′
0 = x0, s′k′ = sk etx′

0 ≺ x′
k′,

4. k′ ≤ F(n, r, taille(T )) oùF(n, r, taille(T )) est une expression à définir, construite
à partir de fonction polynômes, exponentielles. et de constantes (indépendantes des
arguments).

On pourra par exemple chercher à majorerF(n, r, taille(T )) par(r2n×2taille(T ))C×(2×r2n+n+1).

RÉPONSE26. Soit〈s0, x0〉 . . . 〈sk, xk〉 un pseudo-calcul vérifiant les hypothèses. On peut
commencer par remarquer que pourj ∈ [0, k], (xj)I = sj. Soit G = 〈S, A〉 le graphe
orienté fini tel que

A = {〈s, s′〉 ∈ S × S : ∃ tr ∈ T, s
tr

−→ s′}.

Par hypothèse,G est connexe.
Soit X l’ensemble de triplets〈tr, s, s′〉 pour lesquels il existej ∈ [0, k − 1] vérifiant

xj + tr = xj+1 et 〈s, s′〉 = 〈(xj)I , (xj+1)I〉. SoitI l’image du chemin〈s0, s1〉 · · · 〈sk−1, sk〉
dansG et I ′ : X → N l’image “étendue” telle que pour〈tr, s, s′〉 ∈ X, I ′(〈tr, s, s′〉) est
égale àcard({j ∈ [0, k − 1] : xj + tr = xj+1}). On peut observer que pour〈s, s′〉 ∈ A,
nous avons

I(〈s, s′〉) =
∑

s
tr−→s′∈T ′

I ′(〈tr, s, s′〉).

Pour chaque triplet〈tr, s, s′〉 ∈ X, nous considérons la variablextr

s,s′. Par abus de no-
tation, une image étendueI ′ : X → N sera considérée comme un tuple dansN

card(X). Le
cardinal decard(X) est majoré parcard(T ) × r2n, ce qui va correspondre au nombre de
variables du système qui va être construit.
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Par construction deX, pour〈s, s′〉 ∈ A,

∑

s
tr−→s′∈T ′

I ′(〈tr, s, s′〉) ≥ 1.

Par conséquent, pour〈s, s′〉 ∈ A, l’image étendueI ′ est solution de l’équation

∑

s
tr−→s′∈T ′

x
tr

s,s′ ≥ 1.

Le nombre d’inéquations de ce type est majoré parr2n.
Commex0 ≺ xk, il existei ∈ [1, n] tel que
– pouri′ ∈ [1, n] \ {i},

∑

〈tr,s,s′〉∈X I ′(〈tr, s, s′〉)tr(i′) ≥ 0.
–
∑

〈tr,s,s′〉∈X I ′(〈tr, s, s′〉)tr(i) ≥ ei.
Par conséquent, l’image étendueI ′ est solution des équations suivantes pour uni ∈ [1, n] :

– pouri′ ∈ [1, n] \ {i},
∑

〈tr,s,s′〉∈X x
tr

s,s′tr(i
′) ≥ 0.

–
∑

〈tr,s,s′〉∈X x
tr

s,s′tr(i) ≥ ei.
Le nombre d’inéquations de ce type est égale àn.

D’après la Question 21, sis0 = sk alors pours ∈ S,

∑

〈tr,s,s′〉∈X

I ′(〈tr, s, s′〉) −
∑

〈tr,s′,s〉∈X

I ′(〈tr, s′, s〉) = 0

Par conséquent, pours ∈ S, l’image étendueI ′ est solution de l’équation

∑

〈tr,s,s′〉∈X

x
tr

s,s′ −
∑

〈tr,s′,s〉∈X

x
tr

s′,s = 0

Le nombre d’équations de la sorte est majoré parrn, ce qui correspond à2rn inéquations.
Lorsques0 6= sk, pours ∈ S \ {s0, sk}, l’image étendueI ′ est solution de l’équation

∑

〈tr,s,s′〉∈X

x
tr

s,s′ −
∑

〈tr,s′,s〉∈X

x
tr

s′,s = 0

De même, l’image étendueI ′ est solution des équations :
–
∑

〈tr,s0,s′〉∈X x
tr

s0,s′ −
∑

〈tr,s′,s0〉∈X x
tr

s′,s0
= 1,

–
∑

〈tr,s1,s′〉∈X x
tr

s1,s′ −
∑

〈tr,s′,s1〉∈X x
tr

s′,s1
= −1.

Soit un desn systèmes d’inéquations décrit ci-dessous avec au plus
– card(T ) × r2n variables,
– r2n + 2rn + n inéquations.

De plusβ ≤ max(card(T ) × r2n, || T ||max, 1) ≤ 2taille(T )r2n. I ′ est donc solution d’un
de ces systèmes. Par Borosh & Treybig, si un de ces systèmesadmet une solution entière
positive, il existe une solution dont chaque composante estbornée par

(2taille(T )r2n)C(2r2n+n)
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SoitI ′
0 une petite solution (et on sait qu’elle existe carI ′ est aussi solution). Nous posons

k′ =
∑

〈tr,s,s′〉∈X x
tr

s,s′ et donck′ ≤ 2taille(T )r2n × (2taille(T )r2n)C(2r2n+n). Notre majorant de
F(n, r, taille(T )) sera donc

(2taille(T )r2n)C(2r2n+n+1)

On peut construire la fonctionI0 : A → N telle que pour〈s, s′〉 ∈ A, nous ayons
I0(〈s, s

′〉) =
∑

s
tr−→s′∈T ′

I ′
0(〈tr, s, s

′〉). Comme pour〈s, s′〉 ∈ A nous avons

∑

s
tr−→s′∈T ′

I ′
0(〈tr, s, s

′〉) ≥ 1,

nous pouvons conclure queI0(〈s, s
′〉) ≥ 1. Ainsi G|I0

= G est connexe. Dans le cas
s0 = sk (l’autre cas admet un traitement analogue), nous avons aussi pours ∈ S,

∑

a∈A tq or(a)=s

I0(a) −
∑

a∈A tq ex(a)=s

I0(a) = 0

Par conséquent, par la Question 22 et la définition deI0 à partir deI ′
0, il existe une séquence

s′0tr1s
′
1 · · · trk′s′k′ telle que

– c = 〈s′0, s
′
1〉 · · · 〈s

′
k′−1, s

′
k′〉 est un chemin dansG tel queIc = I0,

– s0 = sk = s′0 = s′k′,
– pourj ∈ [0, k′ − 1], 〈trj+1, sj, sj+1〉 ∈ X,
– Pour〈tr, s, s′〉 ∈ X, nous avons

I ′
0(〈tr, s, s

′〉) = card({j ∈ [0, k′ − 1] : 〈tr, s, s′〉 = 〈trj+1, sj, sj+1〉}).

Par conséquent〈tr1 · · · trk′ , x0〉 est une promenadeI-r-admissible. Finalement, il existe
i ∈ [1, n] tel que

– pouri′ ∈ [1, n] \ {i},
∑

j∈[1,k′] trj(i
′) ≥ 0.

–
∑

j∈[1,k′] trj(i) ≥ ei.
Ainsi si x′

k′ est la dernière configuration de〈tr1 · · · trk′, x0〉 alorsx0 ≺ x′
k′. De plus,

〈(x0)I , x0〉 · · · 〈(x0 + tr1 + · · ·+ trk′)I , x0 + tr1 + · · ·+ trk′〉

est un pseudo-calcul deS vérifiant les propriétés annoncées.

QUESTION 27. SoientI ⊆ [1, n] et r > 1 tels qu’il existe une promenadex0 . . . xk I-r-
admissible et auto-couvrante. Montrer qu’il existe alors une telle promenade commençant
enx0 de longueur au plusrcard(I) + F(n, r, taille(T )).

RÉPONSE27. Soitx0 · · ·xk une promenadeI-r-admissible et auto-couvrante avecxl ≺ xk

(et doncl ∈ [0, k − 1]). D’après la Question 11, il existe une séquencej1, . . . , jα telle
– 1 ≤ j1 < · · · < jα ≤ l,
– α < rcard(I),
– 〈trj1 · · · trjα

, x0〉 = y0 · · · yα est une promenadeI-r-admissible,
– (yα)I = (xl)I .
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Considérons la promenadey0 · · · yα · · · yk+(k−l) induite par le chemintrj1 · · · trjα
trl+1 · · · trk

Cette promenade estI-r-admissible et auto-couvrante caryα ≺ yk+(k−l).
Construisons le SAVES = 〈S, T ′, n〉 suivant :
– S = {s ∈ [0, r − 1]card(I) : ∃ j ∈ [α, k + (k − l)] (yj)I = s},
– Pour chaques, s′ ∈ S, s’il existej ∈ [α, k+(k−l)−1] tel que〈s, s′〉 = 〈(yj)I , (yj+1)I〉

alors pourtr ∈ T , s
tr

−→ s′ ∈ T ′ def
⇔ s + trI = s′.

Commey0 · · · yα · · · yk+(k−l) est une promenadeI-r-admissible,〈S, {〈s, s′〉 ∈ S × S :

∃ tr ∈ T, s
tr

−→ s′}〉 est connexe. La promenadeyα · · · yk+(k−l) peut être vue comme la
séquence suivante de configurations dansS :

〈(yα)I , yα〉 · · · 〈(yk+(k−l))I , yk+(k−l)〉

avecyα ≺ yk+(k−l). Les hypothèses de la Question 26 sont vérifiées. Il existe donc une
séquence de configurations〈s0, z0〉 . . . 〈sl′, zl′〉 telle que

– z0 = yα, s0 = (yα)I , sl′ = (yk+(k−l))I et z0 ≺ zl′ ,

– pourj ∈ [0, l′ − 1], il existesj
tr

−→ sj+1 ∈ T ′ tellezj + tr = zj+1.
– l′ ≤ F(n, r, taille(T ))

La séquencey0 · · · yα−1z0 · · · zl′ est donc une promenadeI-r-admissible, auto–couvrante et
de longueur inférieure àrcard(I) + F(n, r, taille(T )).

QUESTION 28. MajorerG(0) en fonction den et taille(T ).

RÉPONSE28. Commençons par une définition utile. Sic = tr1 . . . trk est un chemin, l’effet
de ce chemin, dénoté paref(c), est la sommetr1 + · · · + trk. Par convention, l’effet de la
séquence videε est égal à〈0, . . . , 0〉 ∈ Z

n.
Pour toute configurationx ∈ Z

n, il existe une promenade〈c, x〉 ∅-admissible et auto-
couvrante si et seulement s’il existei ∈ [1, n] tel que le système ci-dessous (indépendant
dex) ait une solution :

∑

tr∈T

xtr × tr ≥ ei

où pour chaque transitiontr, on associe une variablextr. En effet, six0 · · ·xk est∅-admissible
et auto-couvrante induite par le chemintr1 · · · trk alors il existel < k tel que〈0, . . . , 0〉 ≺
ef(trl+1 · · · trk) et donc la promenade〈trl+1 · · · trk, x0〉 est aussi∅-admissible et auto-couvrante.
D’après le résultat de Borosh et Treybig, si ce système admet une solution entière positive
alors il existe une solution entière positive dont toutes les valeurs sont bornées par

max(|| T ||max, card(T ), 1)C×n

Comme|| T ||max, card(T ) ≤ 2taille(T ), on obtientG(0) ≤ 2taille(T )×C×n.

QUESTION 29. Pour∅ ⊂ I ⊆ [1, n], majorerg(I) en fonction deg⊂(I), pic(T ), taille(T )
etn. On pourra par exemple montrerg(I) ≤ (pic(T )g⊂(I))card(I)+F(n, pic(T )g⊂(I), taille(T )).

RÉPONSE29. Soitx0 · · ·xk une promenadeI-admissible et auto-couvrante avecxl ≺ xk

(et doncl ∈ [0, k − 1]).
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Si x0 · · ·xk estI-(pic(T )g⊂(I))-admissible alors d’après la Question 27, il existe une
promenadey0 · · · yl′ I-admissible et auto-couvrante avec

l′ ≤ (pic(T )g⊂(I))card(I) + F(n, pic(T )g⊂(I), taille(T ))

etx0 = y0.
Si x0 · · ·xk n’est pasI-(pic(T )g⊂(I))-admissible alors il existel′ ≤ k et ∅ ⊂ I ′ ⊆ I

tels que la première configuration dont une valeur est supérieure ou égale àpic(T )g(I ′) est
l′ et,(I \ I ′) est l’ensemble de composantes dexl′ atteignant au moins cette valeur.

Considérons la promenadey0 · · · yk+(k−l) induite par le chemintr1 · · · trktrl+1 · · · trk et
donty0 = x0. Par définition, pour chaque positionj ∈ [0, k], yj = xj , etyk ≺ yk+(k−l). On
peut donc facilement vérifier quey0 · · · yk+(k−l) est une promenadeI-admissible et auto-
couvrante aussi. D’après la Question 11, il existe une séquencej1, . . . , jα telle

– 1 ≤ j1 < · · · < jα ≤ l′,
– α < (pic(T )g(I ′))card(I) ≤ (pic(T )g⊂(I))card(I),
– 〈trj1 · · · trjα

, y0〉 = z0 · · · zα est une promenadeI-(pic(T )g⊂(I))-admissible,
– (zα)I = (yl′)I = (xl′)I .
Considérons la promenadez0 · · · zα · · · zk+(k−l)−l′ induite par le chemin

trj1 · · · trjα
trl′+1 · · · trktrl+1 · · · trk.

Cette promenade estI-admissible et auto-couvrante carzα+(k−l′) ≺ z2k−l−l′.
Par définition deg(I ′), il existe une promenadez′0 · · · z

′
β I ′-admissible, auto-couvrante

et telle queβ ≤ g(I ′) et z′0 = zα. Comme(zα)I = (yl′)I = (xl′)I , pour i ∈ (I \ I ′),
z′0(i) ≥ pic(T )g(I ′). Par conséquent la séquence

z0 · · · zαz′1 · · · z
′
β

est une promenadeI-admissible, auto-couvrante et de longueur bornée par

α+β ≤ (pic(T )g(I ′))card(I)+g(I ′) ≤ (pic(T )g⊂(I))card(I)+F(n, pic(T )g⊂(I), taille(T )).

(carr < F (n, r, taille(T ))).

QUESTION 30. Définir un algorithme qui prenne en entrée un SAVT et une configuration
admissible et qui détermine si l’ensemble des configurations positivement accessibles dex

est infini.

RÉPONSE30. On a vu qu’étant donnés un SAVT et une configuration initialex ∈ N
n,

l’ensemble de configurations positivement accessibles dex est infini si et seulement s’il
existe une promenade positive de longueur inférieure àG(n) et auto-couvrante dont la
configuration initiale estx.

L’algorithme commence par majorerG(n) en utilisant le fait que

G(0) ≤ 2taille(T )×C×n

et pourm ∈ [1, n], G(m) ≤ (pic(T )G(m−1))m+F(n, pic(T )G(m−1), taille(T )). Posons
G′(0) = 2taille(T )×C×n etG′(m) = (pic(T )G′(m−1))m+F(n, pic(T )G′(m−1), taille(T ))
pourm ∈ [1, n].
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Le nombre de chemins ayantG′(n) transitions est fini et est égal àcard(T )G′(n). S’il
existe un cheminc = tr1 . . . trG′(n) avec〈c, x〉 = x0 · · ·xG′(n) tel qu’il existel, l′ ≤ G′(n)
vérifiantxl ≺ xl′ et x0 · · ·xl′ est une promenade positive alors l’ensemble des configura-
tions positivement accessibles est infini.

La valeur positive maximale d’une position sur un tel cheminestmax(x)+ || T ||max

G′(n) et donc chaque somme nécessite un temps de calcul enO(n(log(|| T ||max) +
log(max(x)+ || T ||max G′(n)))). La vérification pour chaque chemin de la propriété
peut se faire en temps de calcul enO(G′(n)× (n(log(|| T ||max)+ log(max(x)+ || T ||max

G′(n))))). Le temps total de calcul est de l’ordre deO(card(T )G′(n) × (G′(n) × (n(log(||
T ||max) + log(max(x)+ || T ||max G′(n)))))).

ANNEXE A : EXEMPLE D’ UN PETIT LANGAGE ALGORITHMIQUE

instructions élémentaires: l’affectatione := e′, les appels de procédurep(e1, . . . , en).

structures de contrôle :

i; i′ : composition séquentielle des instructions

begin i end : parenthésage (on peut aussi utiliser une indentation)

if e then i else i′ : conditionnelle

for x = e to e′ do i : itération (dont les bornes sont calculées avant entréedans la boucle ;
x, e, e′ sont de type entier)

while e do i : boucle, le test d’arrête étant évalué à chaque itération.
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