Séléction Internationale 2013

ECRIT DE MATHEMATIQUES (EPREUVE DE DISCIPLINE SECONDAIRE)

EXERCICE 1 : ETUDE D’UN OPERATEUR

Soit CO(R) I'espace vectoriel des fonctions continues f : R — R et C*°(R) le sous-espace des
fonctions infiniment dérivables (c’est & dire qui ont une dérivée k-ieme pour tout entier k). On va
étudier 'opérateur L : C°(R) — C°(R) défini, pour toute fonction f: R — R, par L(f): R — R est
la fonction donnée pour tout x dans R par la formule :

@ =1(557) 1 (5)-

1. Montrer que C*°(R) est stable par L, c’est a dire que pour f € C*°(R), on a L(f) € C*(R).

2. Soit A € R, on note E) le sous-espace de C*°(R,R) des fonctions qui ont A comme valeur
propre, c’est a dire les fonctions f € C°(R,R) telles que

Ve e R, L(f)(x) = Af(2).
(a) Soit f dans E) tel que |A| > 2 et soit @ > 1. On pose

My = sup |f(z)].
z€[—2a,24]

i. Montrer que, pour tout x € [—2a,2a], on a |L(f)(x)| < 2M,.
ii. Prouver que f = 0.
(b) On suppose que X € [—2,2] \ {0} et que f est dans Ej.

i. Montrer que la dérivée f’ de f est un vecteur propre de L et déterminer la valeur
propre associée.

ii. En déduire que f est une fonction polynomiale.

3. Soit (Py)nen la suite de fonctions polynomiales définie par Py(z) =1 et

Povt(z) = (n+ 1) </Ox Py(1) dt — /01 (/Ou Po(t) dt> du> .

Soit aussi (Hy,)nen la suite de fonctions polynomiales donnée par

H(x) = 2" L(Py)(x) = 2" <Pn (x ; 1) + P, (;)) .

(a) Montrer que Hyo(xz) =1 et que pour n > 1et x € Ron a

—an 1( )

ZZ/H

(b) Montrer que H,, = P, pour tout n.
4. Montrer que pour tout ¢ € N, il existe une fonction non-nulle f; qui est un vecteur propre de
L de valeur propre égale & 217,
EXERCICE 2 : MATRICES QUASICOMMUTANTES
Dans tout I’exercice, nous travaillons sur le corps C des nombres complexes. Si w est un nombre
complexe, et si A, B sont deux éléments de 1'espace M, (C) des matrices de taille n, disons que A

et B w-commutent si
AB = wBA.



1.

(a)

Montrer que

et
01
2= (1)

Supposons que A et B w-commutent. Soit p et g deux entiers positifs. Montrer que AP
et B? wPq-commutent.

—J1-commutent.

Supposons que A et B w-commutent. Soit p,q,r et s des entiers positifs. Trouver un
nombre complexe A tel que APBY? et A" B% A-commutent.

Montrer qu'il existe des polynoémes Qj n dans C[X] tels que si w est un nombre complexe
et si A et B w-commutent, on a

(A+ B)Y = 2 Qv (w) BE AN,

Quelle est la valeur de Qp xy en 07 En 17

Soit N un entier positif. Soit Py le polynéme dans C[X] défini par la formule
Py(X)=TIN 1+ X +...+X"7h).

Soit £k < N. Montrer que Py divise Py.

Montrer par récurrence sur N 1’égalité
Py Pn_pQrN = Pn.

Supposons que w est une racine primitive N-ieme de I'unité, c’est-a-dire que w™ =1 et
w” # 1 pour tout k < N. Montrer que

(A+ B)N = AN + BV,



