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Les trois exercices gut suivent sont indépendants et peuvent donc étre abordés dans un ordre laissé au
lebre chotz du candidot.

Dans Uensemble du sujet, pour répondre & une question, le candidat pourre admetire les résultots des
questions précédentes, du moment qu'’il 'aura clairement indigué,

Il est demandé de soigneusement numéroter les questions. Il sera fait grand cas lors de la correction
de la clarté, de la concision et de lo précision de la rédaction.

Exercice 1 Pour tout entier n > 2, on note F}, la matrice & n+ 1 lignes et n— 1 colonnes telle que,
pour tout k, la k-iéme colonne & tous ses coefficients nuls sauf le k-iéme et le (k + 2)-iéme qui valent
1. Ainsi

1
L0 d 0
1 0 1 010
=10 1{, Iy = Lo | =) 101
1 ‘ 010
01
00 1%

(1) - Déterminer le rang de F3 dans R*.
(2) Déterminer pour n quelconque le rang de £, dans R?H,

(3} Pour tout n > 2, soit Gy la matrice & n — 1 lignes et n + 1 colonnes telle que, pour tout
ke{l,...,n—1} la k-iéme ligne de G, est nulle sauf le coefficient & qui vaut (n—k+1)(n—k)
et le coefficient &£ + 2 qui vaut k{(k + 1). Ainsi

20 2 0 90
Ga={20 2}, ng(gggg), G=| 0 606 0
0 0 2 0 12
n{n—1) 0 2 0 - - 0
0 n—1)n-2) 0 6 0 ~ 0
0 — 0 6 0 (n—-1){n—-2) 0
0 - - 0 2 0 ni{n — 1}

Déterminer le novau de (.
(4) Déterminer, pour n guelconque, la dimension de Ker(Gy,).
(5) Ecrire la matrice M, = G, F),. Préciser en particuiier le nombre de lignes et de colonnes de AM,,.
(6) Montrer que M, a méme rang qu'une matrice triangulaire supérieure telle que, pour tout k, le
k-iéme terme diagonal vaut (n —k +1)(n — k)(1 — ) + k{k + 1), avec, pour tout k, 0 < ¢, < 1.
En déduire que M, est inversible.
Indication : appliguer Ualgorithme du pivot de Gauss et procéder par récurvence sur les colonnes.

(7) Montrer que R* ™ = Im(F},) @ Ker(G,,).




Exercice 2 : Théoréme de Weierstrass
Dans cette exercice, on considére la fonction suivante :

f:{ 0,1 — R

t = cos(mt)e”™

Préliminaires

(1) Donner le tableau de variation de la fonction f et représenter son graphe sur l'intervalle [0, 1].

(2) Montrer que
Vitu) € 10,07 [F(8) - flu)l < Mie—ul

pour une constante numérique M que l'on précisera.

(3) Soit Y est une variable aléatoire positive ne prenant qu’un nombre fini de valeurs, montrer que
Vy>0,  E[Y]zyP{Y >vy)

Indication : on pourra écrire B[Y] = E[Y 1y |+ E[Y 1yy,]. On rappelle que Ly <y est la variable
aléatoire qui vaut 1 siY <y et O sinon, ainsi, on a toujours 1y oy + lyzpy = 1.

Partie 1

Soit 2y, la fonction définie par

Q. : R =+ R
Tt e Mo S (B (1 —gynt

Soit p € [0,1] et Xi,..., X, des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et identiquement
distribuées (iid) de loi B{p).

(4) Donner la loi de S, = 377 | X;. Donner son espérance et sa variance.

(5) On note X, = %ﬂ, montrer qus

Var (X,) < = .

(6) Montrer que

(7} Montrer que
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Partie 2

Soit € > 0, on note A; I'ensemble des entiers k € {0,1,...,n} tels que |p — k/n| < ¢/M et As ensemble
des entiers k € {0,1,...,n} tels que [p — k/n| 2 ¢/M. On a donc Qu(p) — f(p) = 81 + Sa, ou

e s g (0(2) m) (o

kEeA;

(8) Montrer que, pour tout k € Ay, |f{k/n) — f(p)| < ¢, en déduire que |94 < e.
(9) Montrer que |Sq| < M’P(‘fn — p’ > e/M}.
(10} Montrer que
pel0,1],  lim Qu.(p) = f(p) .

(11) Montrer que o
Var (Xp,)

P (X0 —p| > ¢/M) < TeM?

(12) Montrer que

a2y 173
Vp € [0, H: |Gn(p) — f(p)| <0 (%) )

pour une congtante numérique ¢ que 'on précisera.

(13) Le théoréme de Weierstrass affirme que, pour toute fonction g continue sur [0,1], il existe une

suite (B )n»1 de polynémes telle que”

lim sup lg(z) — P,(z)| =0 .

— 00 mE[O,l]

Montrer que le théoréme de Weierstrass est verifié dans le cas ol g est la fonction f.

14) Démontrer le théoréme de Weierstrass dans le cas odl ¢ est une fonction de classe ¢! quelcongue.
g q q




Exercice 3
Dans cet exercice, o €]0, co[\N désigne un nombre réel positif non-entier et f est la fonction

T = z®

f:{](),oo[ ~ 10, 00]

(1) Montrer que f est une fonction infiniment dérivable sur |0, col,
(2) Donner, pour tout k € N, une expression de la dérivée k-idme de f, fi%),
(3) On définit la fonction
4 { 10, oo = ]0,+o0]
e = flot1)— fla)

Montrer que, pour tout x > 0, il existe 21 € [z,z + 1] tel que fi(x) = f'(21).
(4) Pour toute fonction g définie sur |0,00[ et infiniment dérivable sur cet intervalle, on définit

récursivement les fonctions (gx)r>o sur |0, co[ comme suit

golz) = g(x),
grer1(z) = gplz + 1) — gulz).

(a) Montrer que, pour tout entier k, la dérivée de gy, est égale a (g k-
Indication | on pourra utiliser une récurrence,

(b} On note ¢! la dérivée k-idme de g. Montrer que, pour tout k > 1, pour toute fonction ¢ et
tout réel = > 0, il existe a € [z, + k| tel que

gu(z) = g® ().

(5) On suppose dans cette question que n® est un ensier pour tout n.

(a) Soit k l'entier tel que o €]k — 1, k[ . Montrer que, pour tout entier n,
frln) >0 et fria(n) <0 .

{b) Montrer que, pour tout n € N, u,, = f(n) est un entier.
(c) Montrer que uy, est une suite strickement décroissante d’entiers naturels.

(d) Soit 8> 0 un réel. Montrer que 8 € N si ot seulement si, pour tous n € N, nf ¢ N.
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ERRATUM

Merci de bien vouloir faire connaitre aux candidass les modifications suivantes

» Exercice 2 ne pas faire la Question (3).

e Exercice 2, Question (11), rajouter Indication. on admetira que, pour toute variable
aléatoire Y admeitont une variance,

>0 P(Y~EY]>y) < Vﬁ;ﬁ” |

» Exercice 2, Question (12), dans I'équation & droite du signe < il faut remplacer
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