Planche 1 du 15/6/23

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans 'ordre de votre choix. Le temps de préparation
est de 90 minutes ; l'interrogation durera 30 minutes environ.

Au début de 'interrogation, vous disposerez d’un temps pour présenter vos résultats, sans intervention du jury. Nous
vous encourageons d ne pas recopier l'intégralité de vos calculs, mais plutdt a vous concentrer sur les points clé de votre
raisonnement. La durée recommandée est de ; vous pouvez toutefois utiliser moins de 10 minutes si vous

le souhaitez, sans que cela ne vous soit préjudiciable. En revanche, nous vous interromprons au bout de 15 minutes.
Le jury reviendra ensuite sur les questions qu’il souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous
n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant la préparation. Il vous donnera au besoin des indications.
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‘Exercice 1. Les trois questions de cet exercice sont indépendantes les unes des autres et peuvent étre traitées
dans n’importe quel ordre. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 2.

(1) Rappeler sans démonstration les valeurs de 1'espérance E(X) et de la variance V(X).
(2) Calculer la probabilité P(4X < X? + 3).
(3) Calculer I'espérance E(sin(X)).
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Z?(ercice 2. Soit n > 1 un entier. On considére

a b b
E =< M e M,;11(R) telles qu'il existe des réels a et b tels que M = @

: . .b

b -~ b a

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M,,;1(R). Déterminer sa dimension et trouver une base
de E.

(2) Montrer que si M € E, alors pour tout entier £ > 0, on a M k ¢ E. On note a;, le coefficient sur la
diagonale de M k et by, celui en dehors de la diagonale. Exprimer a1 et by41 en fonction de ax, by, a1, by
et n.

Dans toute la suite de 1'exercice, on suppose a; + nb; = 1, ainsi que a; > 0 et b; > 0.
(3) (3a) Montrer que, pour tout entier k > 1, on a l'égalité ay11 — bry1 = (ar — bi)(a1 — b1).
(3b) Montrer qu’a l'exception d’un cas particulier, a, — bj, converge vers 0 quand & tend vers +oo.

(4) (4a) Montrer que la suite (ay + nby)ren est stationnaire, ¢’est-a-dire que la quantité ay, + nby ne dépend
pas de k.

(4b) Déterminer la limite de M* quand k tend vers +oo. Autrement dit, déterminer les limites de ay, et
by, lorsque k tend vers +oo.
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