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Les problémes qui suivent sont indépendants les uns des autres.
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Pour répondre a une question, on pourra toujours utiliser les résultats de questions précédentes,
a condition de clairement l'indiquer.

® ok ok

1l est demandé de soigneusement numéroter les questions et de mettre clairement les réponses en

évidence, par exemple en les en les soulignant ou en les surlignant . Lors de la correction,
il sera fait grand cas de la clarté, de la concision et de la précision de la rédaction.
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PROBLEME A.

(1) Soit ¢ € R un nombre réel.
(a) Exprimer de deux facons différentes les parties réelle et imaginaire de (¢')°.

(b) En déduire que
cos(26) + 1

0c2(0) —
cos*(0) 5

(2) On considere la fonction d’une variable réelle ¢ : z — /1 — z2.
(a) Quel est son domaine de définition?
(b) Montrer que son graphe est symétrique par rapport a l’axe des ordonnées.
(c) Justifier que p est dérivable sur | — 1, 1] et calculer Jim o' (z).

(d) Tracer le graphe de ¢ en faisant apparaitre les informations des questions précé-
dentes.

On considére deux variables aléatoires X et Y indépendantes et de méme loi uniforme
dans [0, 1]. On admet que, pour tout sous-ensemble A de R?, la probabilité de 1'événement
[(X,Y) € A] est donnée par l'aire de I’ensemble A N [0, 1)%.

(3) Pour tout réel positif r, on définit I'ensemble
Q, ={(z,y) eR*: >0, y >0, 2? +y* <r?}.

(a) Tracer les ensembles Q% et Q.

(b) Que vaut IP((X, Y)e Ql) ?



(c) Justifier que, pour n'importe quel ¢ € [0, 1],
t
IP((X.Y) ceQ,et<XL 1‘) =/ vV1-—22dz.
0

(d) A l'aide du changement de variable = = sin(f), montrer que

. 1 \/3 T
f. < r<_ — s
]P’(()\YJEQl etU_)\_Q) 8+12.

(e) Les évenements [(X,Y) € Q,] et [0 < X < 1] sont-ils indépendants?

(4) On s’intéresse a la variable aléatoire D = v/ X2 + Y2. On souhaite calculer la fonction
Fp:teR—P(D<?).

(a) Quel est ’ensemble des valeurs que peut prendre D?

(b) Trouver I'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles Fp(f) = 0 puis celui pour
lesquelles Fpp(t) = 1.

Pour ¢t > 0, on définit

I(t) = /: Vit —z2dz.

(c) Montrer que I(t) = t*I(1).
(d) En déduire la valeur de F)p(t) lorsque t € [0, 1].
(e) Pourquoi ne peut-on pas étendre ce raisonnement pour ¢ > 1?

(f) Quelle intégrale faudrait-il calculer (on ne demande pas de la calculer) pour ob-
tenir les valeurs Fjp(t) manquantes?

(g) Montrer que D ne suit pas une loi uniforme.

PROBLEME B.

On considére deux nombres réels » > 0 et s € 0, 1], ainsi que trois suites de nombres réels
((I.;\-);\-Zl, (bk)kZI et (C,q-)_:;z] & RN. vérifiant

Aoy =1b+71 Ck
Vk Z 1, bk+] = ay.
Cr1 = Sby
On introduit
0 r 1 ax
M=11200 et Fi.= | b k>1
0 s 0 (174
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(5) Dans cette question, on suppose que, lorsque k tend vers 400, a; tend vers a > 0, b
tend vers b > 0 et ¢, tend vers ¢ > 0. Montrer que r + rs = 1.

(6) Dans cette question, on suppose qu’il existe une matrice inversible P € M3(R) et trois
réels \; < Ay < A3 tels que

A 0 0
PIMP=A, avec A=10 X 0].
0 0 As

(a) Onnote Gy = P~!F;. Montrer que Gy11 = AG;.
(b) Pour k > 1, exprimer Gy en fonction de G; et de A.

(c) Montrer que si A\; > —1 et A3 < 1, alors les coefficients de G tendent tous vers 0
lorsque k tend vers +oo.

(d) Montrer que si \; > —1 et A3 < 1, alors les coefficients de F}. tendent tous vers 0
lorsque k tend vers +oc.

(7) On admet que les valeurs propres de M sont les zéros de la fonction polynomiale
x:z€Rw —2® + 7173+ 78.

(a) En quels points la fonction x admet-elle des extremums locaux?
(b) Montrer que la matrice M a exactement une valeur propre strictement positive.

(c) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que x ait 3 zéros réels distincts
deux a deux.

On suppose désormais que cette condition est satisfaite, c’est-a-dire que la fonction
polynomiale x se factorise sous la forme

x(@) = —(@ = M)(z — A2)(z — A3)

ou les nombres réels \;, Ao, A3 vérifient A\; < Ay < As.
(d) Montrer que A\; + A\ + A3 = 0.
(e) En déduire que |Az] < |Aq] < As.
(f) Montrer que, si T + rs = 1, alors la plus grande valeur propre de M est égale a 1.

(g) Montrer que, si7+7s < 1, alors les coefficients de F} tendent tous vers 0 lorsque &
tend vers +oo.

On suppose dorénavant que la condition de la question (c) nest pas satisfaite. La fonc-
tion polynomiale x se factorise alors sous la forme

x(@) = —=(z = M)(z = Ao)(z — As)

avec A\, A2 € Cet A3 € R.
(h) Comment peut-on généraliser la question (e)?
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PROBLEME C.

On sintéresse au probleme d’optimisation suivant : on souhaite fixer la valeur de ¢ va-
riables z, x4, ..., x, de sorte a satisfaire p demandes différentes de la forme

Vi € {]. p— ,'}J}. A1 1 T AjpTo + -+ + QigTqg = Y

oulesay, 1 <i<p 1< j<qgety,l <i < psontdesnombres réels fixés. Il n'est pas
toujours possible de satisfaire simultanément ces p demandes. Le cas échéant, on cherche le
vecteur (zy,...,2,) € R? qui minimise la fonction, dite de mécontentement,
R — R

r

(;rl, P ;z:q) — Z (a”:r:l + QT2 + -+ QigTg — y;)g
i=1

hS)

Préliminaires.

(8) Expliquer en quelques mots pourquoi il est pertinent de chercher a minimiser la fonc-
tion ¢ pour répondre au probleme.

(9) Soient zy, 2, ..., 2z, des nombres réels. Montrer 1'équivalence suivante :

4 o B 2
:l+32+'..+zPZU — “31:‘32:‘--22_{3:0'

On introduit la notation A = (a;;) € My(R), x = (21,...,24) € R, y = (y1,...,¥p) € R?, et
on note respectivement X et Y les vecteurs colonnes représentant x et y.

(10) Montrer que (1, ...,x,) = 0 si et seulement si AX =Y.

Un cas particulier. On cherche a minimiser le mécontentement pour le systeme linéaire
suivant

r+y =2
z+2y =1, (1)
z+3y =3

c’est-a-dire a minimiser la fonction de deux variables
Y (2,y) = 3% + 14y + 122y — 12z — 26y + 14.

(11) A quels choix de p, q, A et Y cet exemple correspond-il?
(12) Montrer que le systeme (1) n’a pas de solution.

Nous utiliserons les notations officielles 9, ¢ et 9,1 pour désigner les denvees partielles de .
Si vous préférez, vous pouvez également utiliser les notations usuelles = et ""’

(13) Calculer les dérivées partielles de 1.
(14) Montrer que dy¢'(x,y) = d2(x,y) = 0 si et seulement si (z, y) est solution du probleme

linéaire suivant :
T+ 2y = 2
6+ 14y =13

(16) Montrer que ¢» admet un minimum local en ce point.

(15) Résoudre ce systéme.
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Généralisation. On note u l'application linéaire représentée par la matrice 4, ainsi que u”
l"application linéaire représentée par la matrice transposée A™.

(17) Montrer que ¢(x) = (u(x) — y,u(x) — y).
(18) Montrer que,

VK ERY,  p(x+X) = o(x) +2(x,uT(ulx) - y)) + (u() u()). @)
(19) On suppose que u”(u(x) — y) = 0. Montrer que x minimise ¢, c’est-a-dire que, pour

toutz € RY, ¢(z) > p(x).

(20) On suppose que u™(u(x) — y) # 0. En appliquant (2) au vecteur x’ = suT(u(x) — y)
avec s € R, montrer que ¢ n’admet pas de minimum local en x.

(21) Montrer que ¢ admet un unique minimiseur si et seulement si u est injective.
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