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Début de I’épreuve

L’épreuve est composée de quatre parties. Les trois premiéres parties peuvent étre traitées de
maniéere indépendante. Dans chaque partie, on pourra admettre le résultat d’une question pour conti-
nuer le sujet.

1l est demandé de veiller au soin de la présentation, ainst qu’a la rigueur et a la concision des
raisonnements.

PARTIE I

Le but de cette partie est de donner une approximation de I'intégrale d’une fonction f de classe
C3 sur un intervalle fini [a, b], o1 a et b sont deux réels tels que a < b. On commence par s’intéresser
au cas de polynomes de degré 2.

1. Dans cette question, on étudie les polynomes suivants
Py(X)=2X%2-3X +1, P(X) =2X? - X, et Po(X) =4X —4X2

1.a. Donner les racines de ces trois polynomes et les valeurs de fol Pi(z)dz, pour i € {0,1,2}.
1.b. Montrer que pour tout polynome () de degré inférieur ou égal a 2 et pour tout x € R, on a

Q(z) = Q0)Py(z) + Q1) Pr(x) + Q(1/2) Pa(z).
En déduire que

1
| @@z = 5o+ +40a/2)].

Dans la suite du probléme, on choisit deux réels ¢ et d dans [a, b] tels que ¢ < d.

2. On considere P un polynome de degré inférieur ou égal a 2. En utilisant le changement de variables
y = (d — ¢)x + ¢, calculer

/ch(y)dy— (dgc) P(c) + P(d) + 4P <c+d)] .
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3. Soit g une fonction de classe C! sur [a,b]. Montrer qu'il existe une constante M > 0 telle que pour
tous z,y € [a, b,
l9(z) = g(y)| < M|z —yl.

Dans la fin de cette partie, on fixe f une fonction de classe C® sur [a, b].

4. Dans cette question, on se propose d’étudier la différence

[ s 10+ s as (554)].

Pour cela, on pose, pour tout h € [0,d — ¢],

h

o= [ sy~ [s0+ sermar (e+ )]
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4.a. Justifier que ¢ est une fonction de classe C® sur [0,d—c] et calculer ses dérivées jusqu’a l'ordre 3.
4.b. Montrer qu'’il existe une constante M indépendante de c et d telle que, pour tout h € [0,d — |,

6% (h)| < M.

4.c. En déduire que pour tout h € [0,d — ¢], |¢"(h)| < %hQ.
4.d. En procédant de méme, établir que

/cdf(y)dy —— [f(c) + f(d) + 4f <C+d>H <My o
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5. On fixe n un entier strictement positif. Pour tout 7 € {1,2,...,n}, on pose
. b—a . b—a
> +f <a+(z+1)n> +4f <a+(z—|—1/2) - ) :

Montrer qu’il existe une constante M, indépendante de n, telle que

fi ::f<a~|—i

a
n

PARTIE II

Dans cette partie, on considere (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi que X ot X est une variable aléatoire a valeurs réelles, de moyenne pu, de variance finie
o2 > 0. De plus, pour tout entier n > 0, et pour tout réel x, on suppose

P (Z(Xi — ) §x> =P (Z(Xi —p) = —:L’) :

i=1 i=1

Questions préliminaires :

a. Donner la moyenne et la variance de la variable aléatoire %Z?:l X;. Puis démontrer que pour

tout € > 0,
1 n
i — > = 0.
{30000 2] o
1=
b. Dans cette question uniquement, on suppose que P(X = 1) =P(X = —1) = % Soit n un entier

Xi;l suit une loi binomiale de parametres

> 1)] = —1In(2).

strictement positif, montrer que la variable aléatoire ) ;"

n et % En déduire que
1
Iim —1In []P’ (
n—+oo n

1 n
w2




On revient maintenant au cas général.

1. On considere deux entiers strictement positifs n et ¢ et deux réels strictement positifs €1 et eo.
1.a. Justifier que les deux variables aléatoires Y7 | X; et S04 .1 Xi sont indépendantes.
1.b. Puis établir que

n+q n n+q
P(ZXiZ61+82> ZP<ZXiZ51>P< Z Xz'282>-

i=1 =1 i=n+1

Pour la suite de cette partie, on admettra le résultat suivant : pour tous entiers strictement

positifs, n et g, S 11 1 Xi et 37 X; ont la méme loi et donc la méme fonction de répartition.

2. Soit € > 0. On pose pour tout n > 1,

un:P(;zﬂ:(Xi—u)Ze>.

=1

Prouver que pour tout n > 1 et tout ¢ > 1,

Uptq = Uplq.

Dans toute la suite de cette partie, on admet qu’il existe € > 0 tel que
P(X —pu>¢e)>0.
3. Montrer que, pour tout n > 1, u, > 0. On pose alors «,, = — In(uy,) pour tout n > 1, en déduire
que pour tout n > 1 et tout ¢ > 1,
0 < antqg < ap+aq.
4. Soit un entier ¢ > 1, on pose 3, = sup{a,,1 < r < ¢}. Montrer que, pour tout entier £ > ¢, on a

% % By
kK~ ¢q k

(Indication : on pourra utiliser la division euclidienne de k par q.)

5. Pour tout entier n > ¢, on pose S, = sup {%, k > n} Montrer que la suite (Sy,)n>q converge vers
une limite plus petite que %.

6. Déduire des questions précédentes que la suite ( %)
ainf {%&, k> 1})

> converge. (Indication : on pourra s’intéresser

n

7. Déduire des questions précédentes que la suite de terme général
1
- Z(Xi — )

np(peof)

admet une limite lorsque n tend vers +oo. Puis comparez ce résultat avec celui des questions
préliminaires.




PARTIE III

Dans cette partie, on considere X une variable aléatoire a valeurs réelles de moyenne finie p et
pour laquelle il existe deux réels z1 < x2 tels que I’événement {z1 < X < xo} est certain.

1. Soient y et z deux réels et p € [0, 1]. Montrer que

ePvH1-P)2 < pe 4 (1 — p)e®.

2. En remarquant que X = 1 ;22:5; + 9 ;i :fcll, en déduire que, pour tout réel t € R,

E[eX] < 22 F gt BZTL ptan

T X — 1 To — T

3. Le but de cette question est de montrer que, pour tout réel t € R,

E {et(xf”)] < exp <t2($28$1)2> . (1)

Pour cela, on introduit, pour tout ¢ € [0, +00],

g(t) = —t(p —z1) +In (fz T ml)et($2_$1)> (- x1)2t2.

To — I 8
3.a. Vérifier que g est de classe C™ sur [0, +00[ et donner ses dérivées d’ordres 1 et 2.

3.b. Montrer que, pour tout ¢t > 0, ¢”(t) < 0 et en déduire le résultat (1) pour tout ¢ > 0.
3.c. Conclure.

4. Soit n un entier strictement positif. Pour la derniere question de cette partie, on introduit un
échantillon (X, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.
4.a. Soit € > 0, en utilisant le résultat de la question précédente, montrer que

- ne?
P (‘;Z(Xk —p)| = 5) < 2exp <_($22—331)2> :

k=1
4.b. On veut finalement définir un intervalle de confiance. Soit a €]0,1], expliciter un réel v,
dépendant des parametres et de «, tel que
> >1—a.

1 o R
P - v =
<u€[nZXk v,nZXk—l—v
k=1 k=1
Comparer les résultats des parties 11 et III puis les résultats des parties I et III.

PARTIE IV

Fin de I’épreuve






