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Le sujet comporte sept pages, numérotées de 1a 7, et quatre parties nommées
L II, IIT et IV. Le diagramme suivant représente les dépendances entre celles-ci.
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Il est possible d’utiliser le résultat d’'une question méme si elle n’a pas été traitée,
a condition d’indiquer clairement son numéro. La clarté, la concision et la préci-
sion de la rédaction seront prises en compte dans la notation.
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Notations et rappels

Dans tout le sujet, n > 1 est un entier. On note R I'ensemble des nombre
réels et R, l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls. Dans R”, (-, -) dé-
signe le produit scalaire canonique, et | - | la norme euclidienne associée : si x =
(g5 -5 %,) €Y = (Y15 .5 y,,) sont deux points de R”,

n n
(x,9) = inyi et ”tz = Exzz
i=1 i=1

Onnote A’ la transposée d’une matrice A. Une fonction f : R” — R est convexe
si

Va,x' € R, VA€ [0,1], fQx+ (1—=2)x") <Af(x)+1—=21)f(x).
Pour L > 0, une fonction F : R” — R" est L-lipschitzienne si
Vx,x € R",  |F(x") — F(x)| < L|x" —x]|.

Un pointx, € R” est un point fixe d’une fonction F : R” — R"si F(x,) = x,.
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Partie I. — Inégalités variationnelles et projection sur
un convexe fermé

A. — Inégalités variationnelles

Cette partie introduit les notions de solution faible et forte d’une inégalité varia-
tionnelle, ainsi que les opératenrs monotones.

Soit G : R"” — R" une fonction et C C R” un ensemble convexe fermé non-
vide.
On dit qu’un point x, € R” est une solution forte de G sur Csix, € Cetsi

Vx e C, (G(x,),x—x,) > 0.
On dit qu’un point x, € R" est une solution faible de G sur Csix, € Cetsi
vx e C, (G(x),x—x,) > 0.
On dit que G est un operatenr monotone si
Vx,x" € R",  (G(x") — G(x),x" —x) > 0.

1) Montrer que si G est un opérateur monotone et si x, € C est une solution
forte de G sur C, alors x, est une solution faible de G sur C.

2) On suppose dans cette question que G est un opérateur monotone continu
et qu’il existe x, € C une solution faible de G sur C. Soient x € Cet) €]0,1].
On pose x;, = x, +A(x — x,).

a) Montrer que (G(x),x — x,) > 0.
b) En déduire que x, est une solution forte de G sur C.

3) On suppose dans cette question que n = 1.

a) Soit G : R — R une fonction continue et C C R un ensemble convexe
compact non-vide. Montrer qu’il existe une solution forte de G sur C.

b) Montrer qu’il existe un ensemble convexe compact non-vide C C Ret
une fonction G : R — R continue tels qu’il n’existe pas de solution faible

de G sur C.

4) a) On suppose dans cette question que n = 1 et que G est un opérateur
monotone. Soit C C R un ensemble convexe compact non-vide. Montrer
qu’il existe une solution faible de G sur C.
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b) Montrer que pour tout n > 1, il existe un ensemble convexe compact

non-vide C C R” et un opérateur monotone G : R" — R” tels qu’il
n’existe pas de solution forte de G sur C.

B. — Projection sur un convexe fermé

Cette partie introduit la notion de projection sur un convexe fermé et établit quelques
proprietes.

Soit C C R” un ensemble convexe fermé non-vide. On note d, : R* — R la
fonction définie par

de(y) = inf [lx —y]
poury € R™.

5) Soity € R™. Montrer qu’il existe un point x € C tel que
dc(y) =y — =] (*)

On admet que les deux propriétés suivantes sont vraies :

(i) pour touty € R le point x € C vérifiant (%) est unique, il est appelé
projeté orthogonal de y sur C et noté Il (y);

(ii) IT:(y) estl'unique point de C vérifiant
Vil e G (' =Tlc(y),y —Ic(y) < 05

6) Soienty,y” € R". On pose x = I'l-(y) etx” = I'l-(y’). Montrer que

0 < x| — x> — 2y, x — ') < by —alf -



Partie II. — Un cas d'existence de solution et

théoréeme du minimax de von Neumann

Cette partie démontre l'existence d’une solution forte dans le cas d’'un opératenr mo-
notone et continu sur un ensemble convexe, compact et non-vide et en deduit le theo-
reme du minimax de von Neumann.

Soient C C R" un ensemble convexe, compact et non-vide, G : R* — R” un
opérateur monotone continu et > 0.

On définit deux suites (y;);51 et (x;);>; d’¢éléments de R en posant y; = 0,
x; = Il (y;), puis en définissant par récurrence pour tout entier j > 2 :

j—1
Yi= Z G(x;) ct X = Hc()’;’)-
i=1
Pour tout entier j > 1 on pose

2 2
BJ:H’CJH _”’%IH _2<yj+1’xf_xj+1>'

Enfin, on fixe x € C et pour tout entier j > 1 on pose

D) =l = ]| =2 {35 —5) -
7) Montrer que pour tout entier j > 1,

2 <G(x),xj — x> <27 <G(xj),xj — x> = D;(x) — D;y4(x) + B;.

8) En déduire que pour toute > 0, il existe X, € C tel que
Vx e C, (G(x),x, —x) <e.

INDICATION. — On pourra considérer un point de la forme 1%1 Z}il X;, avec
N > letn > 0 judicieusement choisis.

9) En déduire qu’il existe une solution forte de G sur C.

Pour toutentier p > 1, onnote A, = {x = (%5 --,%,) € (R)P Eli]:l X, = 1}.



10) Soient m,n > 1 deux entiers, A une matrice réelle de taille m x n. Soit G :
R™ x R" — R™ x R" la fonction définie par

V(a,b) € R xR, G(a,b) = (—Ab,A"a).

On identifie R™ x R"™ avec R™™,

a) Montrer G est un opérateur monotone continu.
b) En déduire que
sup inf (a, Ab) = inf sup (a, Ab).

aEAm bEAn bEAn aEAm

Partie III. — Itérations de Krasnoselskii-Mann

Cette partie introduit les itérations de point fixe de Krasnoselskii—-Mann et établit
leur convergence.

11) Montrer qu’il existe un entier m > 1 et une fonction F : R™ — R™ 1-
lipschitzienne telle que pour tout x € R™, F(x) # x.

12) Montrer qu’il existe un entier m > 1, un pointx, € R™, unesuite (x;),-; dans
R™ et une fonction F : R” — R™ 1-lipschitzienne tels que les trois propriétés
suivantes sont vérifiées :

(i) F(x,) =x,,
(iii) la suite (x,),>; ne converge pas.
Soit n > 1 un entier et F : R” — R” une fonction 1-lipschitzienne admettant
un point fixe x, € R”. Soit§ € ]0,1[, x; € R" et pour k > 1, on pose
X1 = %, + 0(F(x,) — %)

13) Montrer que la suite (||, — x,||) 1oq €T décroissante.



14) Soit k > 1. Montrer que

® £ 0(1—0)F(x,) — x|
= (1—6) |, — x,[* + 8 [F(x) —x, ]

ka-i-l — Xy

15) Montrer que la suite (|[x,.; — %)), converge vers 0.

16) Montrer que la suite (x;,),>; converge vers un point fixe de F.

L 24

Partie IV. — Théoréme de Baillon-Haddad et descente
de gradient

Cette partie porte sur les foncTions convexes dont les gradients sont lipschitziens, éta-
blit le théoréme de Baillon-Haddad a la guestion 21), lequel permet enfin d étudier
la convergence de la descente de gradient en linterprétant comme une itération de
Krasnoselskii-Mann.

Soit f : R" — R une fonction de classe #!. On note Vf:R* - R"la
fonction gradient qui a x € R" associe le vecteur

Vi) = (%x))KKn.

0x;

Pour x € R, si elle existe, on note V2 f(x) la matrice hessienne de f en x :

o f
sz(x) B (axiaxj (x>> 1<i]’<"'

On suppose dans toute cette partie que f est convexe et qu’il existe x, € R” tel
que Vf(x,) = 0. On note I la fonction identité sur R" et on considere L un réel
strictement positif.

17) Montrer que f admet un minimum en x,.
INDICATION. — Pourun point x € R" donné, on pourra considérer la fonction
¢, : R — Rdéfinie par o, (t) = f(x, + t(x —x,)) pourt € R.
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18) Montrer quesi f est de classe €2, alors pour tout x € R*, V2 f(x) est une
matrice symétrique positive.

19) Le but de cette question est de montrer que V f est L-lipschitzienne si, et
seulement si,

Vi R, ()~ )~ (Ve —) <5 I —xP. (D)

a) Montrer quesi V f est L-lipschitzienne, alors la propriété (P) est vraie.
b) Montrer que si la propriété (P) est vraie, alors

vx e R, IV <2L(f(x) — f(x.).

¢) Montrer que si la propriété (P) est vraie, alors

Ve €B,f() > fGHVFR),Y x50 VFE) — VG

d) Conclure.

20) On suppose dans cette question que f est de classe €2. Montrer que les trois
propositions suivantes sont équivalentes.
(i) Vf est L-lipschitzienne.
(ii) Pour toutx € R, la matrice LI, — V2 f(x) est symétrique positive, ol
I,, désigne la matrice identité de taille n x n.
(iii) Pour toutx € R™, les valeurs propres de V2 f'(x) appartiennent [0, L].

On ne suppose plus que f est de classe %2 eton suppose dorénavant que V f est
L-lipschitzienne.

21) Montrer que I — 2V f est I-lipschitzienne.
INDICATION. — On pourra utiliser l'inégalité de la question 19c).
22) Soitx; € R™. Pour k > 1, on définit par récurrence

1
Xpt1 = X — Evf(xk>'

Montrer que la suite (x,),~; converge et que

flx) —— inf f(x).

k—+oo xeR”
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